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Einleitung 3EinleitungAusgangspunkt dieser Arbeit sind die Relationen innerhalb der Gruppe derKreiseinheiten C(n). Die Gruppe der Kreiseinheiten C(n) ist zu n 2 N undzu einer primitiven n-ten Einheitswurzel �n de�niert als die Einheiten in derMaximalordnung des n-ten Kreisteilungsk�orpers Q(�n), die im multiplikativenErzeugnis der Zahlen 1 � �an liegen, wobei a die ganzen Zahlen inkongruent 0modulo n durchl�auft, modulo Torsion.Konkret ist C(n) eine multiplikative Gruppe algebraischer Zahlen, die unter-einander gewissen Relationen gen�ugen. In C(n) gibt es zwei o�ensichtlicheTypen von Relationen. Zum einen solche, die durch Bildung von Relativnor-men entstehen, wie beispielsweiseNQ(�18)!Q(�6)(1� �18) = (1� �18)(1� �718)(1� �1318) = 1� �6; (1)und allgemein von der Form NQ(�d)!Q(�t)(1� �ad) 2 C(t) sind, wobei t ein Teilervon d ist. Zum anderen entstehen Relationen durch komplexe Konjugationgem�a� 1� �n = ��n(1� �n) = ��n(1� ��1n ): (2)Wir nennen im folgenden diese beiden Arten von Relationen (Normbildungund komplexe Konjugation) die o�ensichtlichen Relationen.Milnor vermutete noch, da� die o�ensichtlichen Relationen alle Relationenerzeugen (vergleiche [1]). Ennola zeigt in [4] �uberraschend eine Relation inC(105) die nicht von o�ensichtlichen Relationen erzeugt werden kann. En-nola beweist dort, da� aber zumindest das Quadrat jeder Relation von of-fensichtlichen Relationen gebildet wird. C. G. Schmidt untersucht in [12]den Unterschied zwischen allen Relationen und den o�ensichtlichen Relatio-nen genauer und stellt einen Zusammenhang her zwischen diesem Unterschiedund der �-Kohomologie eines explizit angegebenen Moduls, wobei � eine In-volution auf diesem Modul bezeichnet, das hei�t, einen Homomorphismus mit�2 = id. Die entsprechenden Kohomologiegruppen werden mit Hilfe einesErgebnisses von Sinnot in [15] explizit berechnet. Im Rahmen dieser Arbeitwerden Schmidts Ergebnisse angewendet, um die Kreiseinheiten C(n) umfang-reich zu untersuchen.Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Konstruktion von Basen von C(n). Dergew�ahlte Ansatz dazu unterscheidet sich v�ollig von entsprechenden Konstruk-tionen von Gold/Kim in [5] oder Ku�cera in [8]. In [5] wird in der Notation vonKuberts universellen Distributionen (die beispielsweise in [16], Kapitel 12.3beschrieben sind) gearbeitet. An entscheidender Stelle, n�amlich genau dort,wo der Unterschied zwischen den o�ensichtlichen und allen Relationen zumTragen kommt, wird (indirekt �uber [16] und dann [13]) ein Ergebnis aus [18]benutzt, dessen Beweis in [18] l�uckenhaft ist. Die Konstruktion einer Basisder Kreiseinheiten in [8] hingegen ist sehr technisch, und es ist nicht nachvoll-ziehbar, welchen allgemeinen Prinzipien diese Konstruktion folgt.



4 EinleitungIm Gegensatz dazu ist die Basiskonstruktion in dieser Arbeit nicht nur all-gemeiner, da die wesentlichen Konstruktionsprinzipien �uber Z[�]-Moduln for-muliert und bewiesen werden, sondern auch methodisch anders. Die Kreisein-heiten werden in dieser Arbeit als ein System einzelner \Schichten" betrachtet,die den Teilern von n entsprechen. Dies geschieht im wesentlichen dadurch,da� von dem genauen Wert der Relativnorm, also der rechten Seite in (1)abstrahiert wird. Innerhalb dieser Schichten ist eine Basiskonstruktion miteinfachen Methoden m�oglich.Ein anderer Aspekt des Unterschieds zwischen der Basiskonstruktion in dieserArbeit und der bei [5] und [8] ist dadurch gegeben, da� die Basis hier, imGegensatz zu [5] und [8], streng hierarchisch aufgebaut ist. Das hei�t konkret,da� beispielsweise die Basis von C(18) die Basis von C(6) als Teilmenge enth�altund zu einer Basis von C(90) erweiterbar ist. In Kapitel 2.4 wird dieser Aspektausf�uhrlich diskutiert.Im folgenden umrei�en wir zun�achst den Aufbau dieser Arbeit und gehenanschlie�end detailliert auf die einzelnen Kapitel ein. Im ersten Kapitel be-trachten wir freie Moduln �uber Z der Form N = M=R, wobei der Relations-modul R bei der �Ubertragung auf Kreiseinheiten gerade den Normrelationenwie in (1) entspricht. Lassen wir die Involution � auf N operieren, so erhaltenwir einen Z[�]-Modul. Die Operation von � entspricht bei den Kreiseinheitender komplexen Konjugation, die Relationen wie in (2) liefert.Der Ansatz, die Kreiseinheiten als Faktormodul eines Z[�]-Moduls zu betrach-ten, erlaubt es, im ersten Kapitel eine schl�ussige Basiskonstruktion f�ur Z[�]-Moduln durchzuf�uhren, die von wesentlich gr�o�erer Allgemeinheit ist, als dasf�ur Kreiseinheiten notwendig ist. Erst im zweiten Kapitel werden dann dief�ur die Anwendung auf Kreiseinheiten interessanten Moduln, die Kreismodulnund der sogenannte kombinierte Kreismodul, als spezielle Anwendung der imersten Kapitel behandelten allgemeinen Moduln eingef�uhrt.Die im zweiten Kapitel entwickelten Zusammenh�ange zwischen den Kreis-moduln und der Gruppe der Kreiszahlen, einer Gruppe, die die Kreisein-heiten als Untergruppe enth�alt, werden im dritten Kapitel auf Kreiseinheitenangewendet. Dort �ndet sich unter anderem auch eine detaillierte Beschrei-bung, wie man schrittweise eine Basis der Kreiseinheiten aus den Konstruktio-nen der vorangegangenen Kapitel erh�alt.In direktem Zusammenhang mit den Relationen innerhalb der Kreiseinheitenstehen die Relationen, die zwischen den sogenannten Stickelbergerelementenbestehen. Dies ist Gegenstand des vierten Kapitels, das wesentlich auf die be-reits im Zusammenhang mit den Kreiseinheiten geleistete Arbeit zur�uckgreift.Im folgenden geben wir einen detaillierten �Uberblick �uber die einzelnen Kapi-tel.1. KapitelIm ersten Kapitel \Grundlagen" wird ausf�uhrlich die Frage behandelt, wiesich geeignete Basen, sogenannte Normalbasen, auf Z[�]-Moduln konstruieren



Einleitung 5lassen. Eine Normalbasis ist de�niert als eine Basis, die sich als disjunkte Ver-einigung E0[�E0[E+[E� schreiben l�a�t, wobei � auf E+ trivial operiert und�e = �e f�ur e 2 E� gilt. Ist N ein Z[�]-Modul, so liefern Normalbasen Basenvon N+ := N= kerN(1+�) und N� := N= kerN(1��): Es ist E0[E+ eine Basisvon N+ und E0[E� eine Basis von N� (Lemma 1.2.10). Es sei angemerkt, da�in dieser Arbeit noch allgemeinere Basen als Normalbasen betrachtet werden,die als Quasinormalbasen bezeichnet werden und �ahnliche Eigenschaften wieNormalbasen haben. Im Rahmen dieser Einleitung beschr�anken wir uns aufNormalbasen.Innerhalb der vorliegenden Arbeit werden Normalbasen auf die folgenden Ar-ten konstruiert.I) Gegeben seien zwei Moduln M und N mit Normalbasen. Man konstru-iere eine Normalbasis von M 
N . Dies wird in Satz 1.3.4 gezeigt.II) Gegeben sei eine endliche Menge A, auf der � operiert. Man konstru-iere eine Normalbasis der durch A de�nierten Z[�]-Moduln hAi undhAi=hPa2A ai. Dies ist Gegenstand von Lemma 1.4.6.III) Gegeben sei eine kurze exakte Sequenz 0!M ! L! K ! 0 von Mo-duln. Man konstruiere aus Normalbasen vonM und K eine Normalbasisvon L. In Algorithmus 1.6.6 geben wir diese Konstruktion explizit an.IV) Gegeben sei ein partiell geordnetes System von Moduln, die untereinan-der durch Abbildungen verbunden sind (wir geben weiter unten eineexakte De�nition an). Solche Systeme werden in dieser Arbeit als MEn-Systeme bezeichnet und de�nieren einen weiteren Modul, der KombinatdesMEn-Systems genannt wird. Man konstruiere eine Normalbasis diesesKombinates. Algorithmus 1.6.15 l�ost dieses Problem.Diese vier Konstruktionsprinzipien werden in voller Ausf�uhrlichkeit behandelt.Beispielsweise wird Prinzip I verallgemeinert auf Tensorprodukte von mehr alszwei Moduln und immer in Zusammenhang mit dem wichtigen Begri� derNormalzerlegung gebracht. Die Normalzerlegung liefert eine Aussage �uber dieStruktur eines Z[�]-Moduls, die unabh�angig von konkret gew�ahlten Basen ist.Das Konstruktionsprinzip II ist technisch unproblematisch, aber dennoch we-sentlich, da mit diesem die Verbindung von endlichen Mengen, auf denen �operiert, zu durch diese Mengen de�nierten Moduln gescha�en wird. Die bei-den durch A de�nierten Moduln, n�amlich das freie Z-Erzeugnis hAi der MengeA und der freie Modul hAi=hPa2A ai werden als elementare Zeilenfaktormodulnbezeichnet.Die Konstruktion nach Prinzip III ist dann sehr einfach, wenn die Sequenz eineEigenschaft hat, die in dieser Arbeit \Gutartigkeit" genannt wird. Gutartigkeitl�a�t sich mit verschiedenen Kriterien nachweisen, beispielsweise als Exaktheiteiner Sequenz von Kohomologiegruppen, oder aber als Additivit�at von Invari-anten der Moduln N , L und K (Satz 1.6.8). Ist eine Sequenz als gutartig



6 Einleitungerkannt, so erh�alt man eine Basis beispielsweise von L+ ohne Umweg �uberNormalbasen direkt aus Basen von N+ und K+.Das Prinzip der Gutartigkeit �ndet auch im Zusammenhang mit den MEn-Systemen in Prinzip IV Anwendung. Konkret ist ein MEn-System ein Systemvon Tripeln (Md; Ed; nd)d2�. Dabei ist � partiell geordnet, die Md sind freieZ-Moduln, und die nd sind Abbildungen nd : Ed ! Lt<dMt, wobei Ed � Mdeine Teilmenge von Md ist. Ist das System kombinierbar (eine leicht zu veri-�zierende Eigenschaft der nd), so erlaubt es Prinzip IV, aus Normalbasen derModuln Md=hEdi eine Normalbasis des Moduls L := N=Q mit N := Ld2�Mdund Q := Pd2�hr + nd(r); r 2 Edi zu konstruieren. Dieser Modul L wirdals Kombinat des MEn-Systems bezeichnet. Ist das System gutartig, so l�a�tsich auch hier wie in Prinzip III die Konstruktion abk�urzen, so da� man eineBasis von beispielsweise L+ durch Vereinigung von in L de�nierten Basen der(Md=hEdi)+ erh�alt.Konkret handelt es sich bei der Anwendung auf Kreiseinheiten bei den ModulnMd=hEdi um sogenannte Zeilenfaktormoduln, die in Abschnitt 1.4 des erstenKapitels eingef�uhrt und untersucht werden. Wir identi�zieren die Zeilenfaktor-moduln dabei zun�achst als das Tensorprodukt elementarer Zeilenfaktormoduln(Korollar 1.4.4 zu Satz 1.4.3), f�ur die wir nach Konstruktionsprinzip II Normal-basen konstruieren k�onnen. Mit Prinzip I erhalten wir dann eine Normalbasiseines beliebigen Zeilenfaktormoduls.2. KapitelIm zweiten Kapitel werden aus der allgemeinen Situation des ersten Kapi-tels heraus die f�ur die Anwendungen auf Kreiseinheiten notwendigen Objekteeingef�uhrt und untersucht.Zun�achst f�uhren wir Kreismoduln ein (De�nition 2.1.1). Die Kreismodulnsind de�niert als Tensorprodukte geeigneter elementarer Zeilenfaktormoduln.Dadurch ist es m�oglich, mit Hilfe der im ersten Kapitel entwickelten Konstruk-tionsprinzipien explizit Normalbasen von Kreismoduln zu berechnen. Kreis-moduln lassen sich auch interpretieren als freies Z-Erzeugnis der Menge Gn :=f1 � a < n; gcd(a; n) = 1g modulo gewisser explizit de�nierter Relatio-nen. Dies wird in Satz 2.1.3 ausf�uhrlich diskutiert. Grob gesagt ist mit dieserInterpretation der Zusammenhang zwischen Kreismoduln und Kreiseinheitengegeben durch die Zuordnung a 7! 1� �an f�ur a 2 Gn.Im Abschnitt 2.2 werden dann die Kreismoduln zu einem gr�o�erem Modul,dem kombinierten Kreismodul L(n) zusammengesetzt. Dies geschieht durchdie Festlegung eines geeigneten MEn-Systems, dem Kreissystem, welches denModul L(n) als sein Kombinat de�niert. Die Relationen innerhalb von L(n)entsprechen dabei den Normrelationen in der Gruppe der Kreiseinheiten.Dieser Modul L(n) wird identi�ziert als ein in [12] behandelter Modul, dessen�-Kohomologie bekannt ist. Die Kenntnis der �-Kohomologie wird ausgenutzt,um in Abschnitt 2.2.3 die Gutartigkeit bei der Anwendung von Prinzip IVnachzuweisen. Mit diesem Nachweis erhalten wir leicht eine Basis von L(n)+



Einleitung 7und L(n)�, n�amlich im wesentlichen durch Vereinigung von entsprechendenBasen der Kreismoduln.In Abschnitt 2.3 stellen wir den Zusammenhang zwischen Kreismoduln undKreiszahlen explizit her. Die Gruppe der Kreiszahlen ist de�niert als dasmultiplikative Erzeugnis der Elemente 1 � �an f�ur a = 1; : : : ; n � 1 moduloTorsion, und sie enth�alt die Gruppe der Kreiseinheiten als Untergruppe.Im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels wird dargestellt, wie die Konstruk-tion, die mit dem Kreissystem durchgef�uhrt wurde, mit einem anderen MEn-System, dem P-Kreissystem, durchzuf�uhren w�are. Dieser alternative Ansatzzur Konstruktion einer Basis der Kreiseinheiten ist deswegen interessant, weildie Vorgehensweise beim P-Kreissystem derjenigen bisheriger Abhandlungen�uber Basen von Kreiseinheiten, wie beispielsweise in [8], [5] oder [2], entspricht.In Abschnitt 2.4.3 gehen wir ausf�uhrlich auf die Unterschiede zwischen Kreis-system und P-Kreissystem ein, stellen die Vorteile des Kreissystems herausund zeigen auf, wo die Grenzen des P-Kreissystems zu ziehen sind.3. KapitelIm dritten Kapitel wird endlich die Gruppe der Kreiseinheiten C(n) selbstbehandelt. Der Unterschied zwischen der Gruppe der Kreiseinheiten und derGruppe der Kreiszahlen besteht darin, da� in den F�allen, in denen n die Potenzeiner Primzahl ist, statt 1 � �an die Zahlen der Form (1 � �an)=(1 � �n) be-trachtet werden m�ussen, denn es ist 1� �an nicht immer eine Einheit in Z[�n].Diesem Unterschied wird durch das Konzept des Di�erenzenmoduls Rechnunggetragen, das in Kapitel 1.5 eingef�uhrt wird und hier seine Anwendung �ndet.In den Abschnitten 3.1 und 3.2 untersuchen wir den Zusammenhang zwischenKreiszahlen und Kreiseinheiten und gehen insbesondere darauf ein, wie manaus Basen der Gruppe der Kreiszahlen eine Basis der Gruppe der Kreisein-heiten erh�alt und umgekehrt. Als Ergebnis erhalten wir, da� wir eine Basisder Gruppe der Kreiseinheiten C(n) durch Vereinigung von (in C(n) de�nierten)Basen der relativen Kreiseinheiten dC(n) konstruieren k�onnen (Satz 3.2.3). Dierelativen Kreiseinheiten sind de�niert durch dC(n) := C(n)=QdC(d), wobei d alleechten Teiler von n durchl�auft. Durch den konsequent hierarchischen Aufbauerhalten wir auch direkt eine Basis von C(1) := Sd2N C(d) durch die Vereini-gung �uber d 2 N von in C(d) de�nierten Basen der dC(d) (Korollar 3.2.5).Im anschlie�enden Abschnitt 3.3 wird dann zusammenfassend der Weg voneinfachen Mengen, auf denen � operiert, bis hin zu einer Basis der Gruppe derKreiseinheiten explizit beschrieben und an einem Beispiel f�ur n = 45 erl�autert.Neben der Konstruktion von Basen sind auch die Relationen zwischen denKreiseinheiten von Interesse. Dies ist Gegenstand von Abschnitt 3.4, wo vorallem die Ennolarelationen untersucht werden, die die L�ucke zwischen deno�ensichtlichen Relationen und allen Relationen f�ullen. Dar�uber hinaus wirdgekl�art, warum es durch das Zusammenspiel von Norm- und Konjugations-relationen wie (1) und (2) zwangsl�au�g zu diesen Ennolarelationen kommenmu�.



8 Einleitung4. KapitelDas vierte Kapitel behandelt die Relationen des allgemeinen Stickelbergeride-als, das als Z-Erzeugnis der gem�a� [15] de�nierten Stickelbergerelemente ent-steht. Der Unterschied zu und der Zusammenhang mit den Kreiseinheitenliegt darin, da� das allgemeine Stickelbergerideal im wesentlichen isomorphzu L(n)� ist, wohingegen die Gruppe der Kreiseinheiten, wie schon erw�ahnt,L(n)+ entspricht, wobei L(n) der im zweiten Kapitel de�nierte und unter-suchte kombinierte Kreismodul ist. Daher ist die Hauptarbeit, n�amlich dieUntersuchung von L(n), schon getan.�Ahnlich wie bei den Kreiseinheiten geben wir ausf�uhrlich und explizit an, wieman eine Basis des allgemeinen Stickelbergerideals erh�alt. Das Kapitel en-det mit einer Diskussion der auch in diesem Fall analog zu den Kreiseinheitenvorkommenden Ennolarelationen. Beispiele zur Berechnung einer solchen En-nolarelation f�ur n = 15 und n = 5005 runden diese Betrachtung ab.Schlie�lich sei noch auf den Anhang hingewiesen, in dem explizit ein Algo-rithmus vorgestellt wird, der nicht nur eine Basis der Kreiseinheiten ausgibt,sondern auch zu einem gegebenem u 2 C(n) dessen Basisdarstellung berech-net. Dieser Algorithmus wurde in der hier angegebenen Form als Aufsatzzum SIMATH-System in der Sprache C++ implementiert. Damit ausgerech-nete Beispiele illustrieren die Wirkungsweise des Algorithmus. Abschlie�endwerden noch einige programmiertechnisch interessante Aspekte wie Laufzeit,Optimierungs- und Veri�kationsm�oglichkeiten diskutiert.
An dieser Stelle m�ochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. H. G. Zimmer f�ur dieAnregung zu dieser Arbeit, seine gro�z�ugige Unterst�utzung und hilfreichen An-merkungen bedanken. Ganz besonders gedankt sei auch Herrn Prof. Dr. KlausHoechsmann, der von Beginn an als geduldiger Zuh�orer und kompetenter Rat-geber die Arbeit begleitete. Insbesondere die Vorgehensweise, sich nicht damitzufriedenzugeben, auf direktem Weg irgendeine Basis der Kreiseinheiten kon-struieren zu k�onnen, sondern danach zu streben, jeden Einzelschritt auf diesemWeg zu hinterfragen und zu verstehen, um Resultate in gr�o�tm�oglicher Allge-meinheit zu erhalten, ist wesentlich durch die zahlreichen Diskussionen mitihm gepr�agt worden.Ebenfalls bedanken m�ochte ich mich bei meiner Frau Vesna f�ur ihre Unter-st�utzung im allgemeinen und f�ur ihre Hinweise und Bemerkungen zur Arbeitselbst. Weiterhin geht mein Dank an Dr. Stefan K�uhnlein f�ur seine n�utzlichenKommentare zur fast fertigen Arbeit.Schlie�lich seien auch alle diejenigen Mitglieder des Fachbereichs 9 Mathematikder Universit�at des Saarlandes in meinen Dank eingeschlossen, die f�ur dieangenehme Athmosph�are dort verantwortlich sind, in der ein produktives undfruchtbares Arbeiten �uberhaupt erst m�oglich wird.
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10 1.1 Rechnen mit Z-Moduln1 Grundlagen1.1 Rechnen mit Z-Moduln1.1.1 Basen und direkte SummenDas Hauptanliegen dieser Arbeit ist die Konstruktion von Basen. Dabei kommtes h�au�g vor, da� die Basis eines Moduls nicht als Teilmenge dieses Modulsde�niert ist, sondern als Teilmenge eines anderen Moduls. Wir f�uhren dazuden folgenden Sprachgebrauch ein.De�nition 1.1.1 Es sei E eine Menge, N ein freier Modul, und es sei eineAbbildung � : E ! N gegeben. Ist B � E so de�niert, da� � auf B injektiv istund f�(b); b 2 Bg eine Basis von N ist, so sagen wir, da� B � E eine Basisin N induziert oder auch, da� die Basis B von N in E lebt.Bemerkung 1.1.2 Von besonderer Bedeutung ist der folgende Fall: Es sei Mein freier Modul, R �M ein Teilmodul vonM undM=R ebenfalls frei. M undM=R seien durch den kanonischen HomomorphismusM !M=R miteinanderverbunden. Dann gilt:� Jede Teilmenge B � M , die eine Basis von M=R induziert, implizierteine Zerlegung von M gem�a�M �= hBi � R: (3)� Ist umgekehrt eine Zerlegung M �= C �R (4)gegeben, und B eine Basis von C, so induziert B eine Basis von M=R.Mit Bemerkung 1.1.2 erhalten wir den Isomorphismus des folgenden Lemmas.Lemma 1.1.3 Es sei M ein freier Z-Modul und R �M ein Teilmodul, derartda� M=R ebenfalls frei ist. Dann giltM �= (M=R)� R: (5)BeweisMan �xiere eine Basis B0 von M=R und lifte diese zu einer Menge B � M .Mit Bemerkung 1.1.2 gilt M �= hBi � R.Gleichzeitig ist hBi �= M=R, da Basiselemente auf Basiselemente abgebildetwerden. qed.



1.1 Rechnen mit Z-Moduln 111.1.2 TensorprodukteDas Tensorprodukt M 
 N zweier Z-Moduln M und N ist de�niert als dasErzeugnis von M �N modulo dem freien Z-Erzeugnis der Elemente der Form� (m+m0; n)� (m;n)� (m0; n),� (m;n+ n0)� (m;n)� (m;n0),� (�m; n)� (m;�n),jeweils mit m;m0 2M , n; n0 2 N und � 2 Z.Die erzeugenden Elemente von M 
N bezeichnen wir mit m
 n mit m 2 Mund n 2 N .Ist im folgenden die Rede davon, da� Teilmengen vonM�N Basen vonM
Ninduzieren, so geschieht dies �uber die Abbildung M �N !M 
N , die (m;n)nach m
 n abbildet.Wir stellen zun�achst einige Eigenschaften des Tensorproduktes fest.Lemma 1.1.4 Das Tensorprodukt ist assoziativ, kommutativ und bez�uglich �distributiv. Das hei�t, sind L, M und N drei Z-Moduln, so gilta) (L
M)
N �= L
 (M 
N),b) M 
N �= N 
M ,c) L
 (M �N) �= (L
M)� (L
N).BeweisEinen Beweis dazu �ndet man beispielsweise in [6], Seite 212�. qed.Durch die Assoziativit�at aus Lemma 1.1.4 ist auch das Tensorprodukt M1 
� � � 
 Mk endlich vieler Moduln M1; : : : ;Mk (bis auf Isomorphie) eindeutigde�niert.Eine Basis des Tensorproduktes M 
N erh�alt man aus den Basen von M undN wie folgt.Lemma 1.1.5 F�ur zwei freie Z-Moduln M und N gilt: Ist B eine Basis vonM und C eine Basis von N dann ist M 
N frei, und es induziert B�C eineBasis von M 
N .BeweisB � C induziert die Menge fb 
 c; b 2 B; c 2 Cg. Diese ist nach [6], Corol-lary 5.12, eine Basis von M 
N . qed.



12 1.2 Z[�]-ModulnUm Klammern zu sparen vereinbaren wir im folgenden, da� = st�arker bindetals 
 und �.Lemma 1.1.6 Zu zwei freien Z-Moduln M und N seien Teilmoduln R � Mund Q � N gegeben, derart da� M=R und N=Q frei sind. Dann istM=R
N=Q �= (M 
N).((M 
Q) + (R
N)) : (6)BeweisMit Hilfe der Zerlegungen M �= M=R � R und N �= N=Q � Q und der Dis-tributivit�at von 
 bez�uglich � erhalten wir mittels Lemma 1.1.3M 
N �= (M=R� R)
 (N=Q�Q)�= (M=R
N=Q)� (M=R
Q)� (R
N=Q)� (R
Q)�= (M=R
N=Q)� ((M 
Q) + (R
N)): (7)Faktorisieren wir (7) modulo (M 
Q) + (R
N), so folgt die Behauptung.qed.In Lemma 1.1.6 kommt die nicht direkte Summe (M 
Q) + (R
N) vor, diewir im folgenden genauer untersuchen werden.Lemma 1.1.7 Zu zwei freien Z-Moduln M und N seien Teilmoduln R � Mund Q � N gegeben, derart da� M=R und N=Q frei sind. Dann gilta) (R
N) \ (M 
Q) = R
Q,b) (M 
Q) + (R
N) �= (M=R
Q)� (R
N).BeweisWie schon in (7) benutzt, ist(R
N) + (M 
Q) �= (M=R
Q)� (R
N=Q)� (R
Q): (8)Durch Ausklammern von R in den letzten beiden Termen folgt Teil b. Da dieSumme der drei Terme auf der rechten Seite von (8) direkt ist, folgt Teil a.qed.1.2 Z[�]-ModulnAlle im folgenden betrachteten Moduln seien freie Z-Moduln endlichen Ranges,auf denen zus�atzlich die zweielementige Gruppe f1; �g operiert. Das hei�t, istM ein Modul und m 2 M , so gilt 1m = m und �(�(m)) = m. Es wird dannM zu einem Z[�]-Modul gem�a� (a+ b�)m := am + b�m f�ur a; b 2 Z.



1.2 Z[�]-Moduln 131.2.1 Die Normalzerlegung von Z[�]-ModulnOperiert � auf einem Modul M , so gibt es drei M�oglichkeiten, wie sich � aufeinem Element m 2 M verh�alt. Gilt �m = m oder �m = �m, so ist dasZ[�]-Erzeugnis von m isomorph zu Z, und � operiert auf diesem entwedertrivial oder durch Negation. Ist andernfalls �m = m0 mit m0 6= �m, so istdas Z[�]-Erzeugnis von m ein zweidimensionaler, von den Elementen m und�m erzeugter Z-Modul, der isomorph zu Z[�] ist, auf dem Z[�] durch Multi-plikation operiert.Das folgende Lemma zeigt, da� sich jeder Z[�]-Modul in eine direkte Summevon zu Z oder Z[�] isomorphen Moduln zerlegt, auf denen � in der obenbeschriebenen Art und Weise operiert.Lemma 1.2.1 Es sei M ein Modul. Zu M existieren eine Zerlegung gem�a�M = M0 �M+ �M� und eindeutig bestimmte Zahlen m0, m+ und m� 2 Nmit� M0 �= Z[�]m0 , wobei � auf den einzelnen Komponenten durch Multi-plikation operiert,� M+ �= Zm+ , wobei � trivial auf M+ operiert,� M� �= Zm� , und � operiert auf den einzelnen Komponenten durch Nega-tion.BeweisIn [3], Theorem 74.3, wird die Zerlegung f�ur beliebige ZG-Moduln bewiesen,wobei G eine Gruppe primer Ordnung ist. Wir geben hier eine \�Ubersetzung"an, wie dieser Satz zum Beweis der Zerlegung in Lemma 1.2.1 anzuwenden ist.Speziell im Fall G = f1; �g ergibt sich mit den dortigen Bezeichnungen eineZerlegung M �= (A1; a1)� � � � � (Ar; ar)� Ar+1 � � � � � An � Y: (9)Auf den zu Z isomorphen Ai operiere � durch Negation. Auf Y operiere �trivial, und die Moduln (Ai; ai) mit ai 2 Ai n 2Ai seien von der Form Ai� yZ,auf denen � gem�a� �y = y + ai operiert.Es entspricht nun M+ dem Modul Y und M� der Summe Ar+1 � � � � � An.Dabei ist m+ = rg Y und m� = n� r.Es bleibt zu zeigen, da� Z[�] �= (Ai; ai) und damit m0 = r ist. Schreiben wirAi = xZ und daher (Ai; ai) = xZ� yZ und ai = (2k + 1)x mit k 2 Z, so wirdder gew�unschte Isomorphismus etabliert durch � 7! kx+y und 1 7! (k+1)x+y.qed.



14 1.2 Z[�]-ModulnDe�nition 1.2.2 Eine Zerlegung eines Z[�]-Moduls M = M0 � M+ �M�gem�a� Lemma 1.2.1 nennen wir Normalzerlegung mit Invarianten m+, m�und m0.Zun�achst stellen wir einige einfache Eigenschaften von Normalzerlegungen fest.Lemma 1.2.3 Es sei M = M0 �M+ �M� ein Modul in Normalzerlegung.Dann gilt:i) Ist �m = m f�ur m 2M0, so ist m 2 (1 + �)M0.ii) Ist �m = �m f�ur m 2M0, so ist m 2 (1� �)M0.BeweisWir zeigen i f�ur M0 = Z[�]. Dazu sei g = a+ b� 2 Z[�] mit a; b 2 Z gegeben.Aus �(a+ b�) = a+ b� folgt b+ �a = a+ �b, also insbesondere a = b. Somitist g = (1 + �)a.Gilt die Behauptung aber f�ur Z[�], so auch f�ur die direkte Summe von ModulnZ[�].Teil ii folgt analog. qed.Das n�achste Lemma zeigt, da� sich aus einer Normalzerlegung die Strukturder Kohomologiegruppen H0(�;M) und H1(�;M) ablesen l�a�t.Lemma 1.2.4 Es sei M = M0 �M+ �M� ein Modul in Normalzerlegung.Dann ist H0(�;M) �= M+=2M+ und H1(�;M) �=M�=2M�.Mit anderen Worten H0(�;M) ist ein F2-Vektorraum der Dimension m+, undes ist H1(�;M) ein F2-Vektorraum der Dimension m�.BeweisEs ist H0(�;M) = kerM(1 � �)=(� + 1)M und H1(�;M) = H0(��;M) (zurallgemeinen De�nition der Kohomologiegruppen siehe [10], Seite 25).Aus kerM(1� �) = (1 + �)M0 �M+ und (1 + �)M = (1+ �)M0 � 2M+ folgtdie Behauptung f�ur H0(�;M).Ersetzt man � durch ��, so folgt die Behauptung f�ur H0(��;M). qed.1.2.2 Normalbasen und QuasinormalbasenDa das eigentliche Interesse dieser Arbeit in der expliziten Konstruktion vonBasen liegt, besch�aftigen wir uns im weiteren mit den Basen, die eine Nor-malzerlegung nach sich ziehen, den Normalbasen.



1.2 Z[�]-Moduln 15De�nition 1.2.5 Es sei M ein Modul. Eine Basis B := E0 [�E0 [E+ [E�von M miti) E0 \ �E0 = ;,ii) �e = e f�ur e 2 E+,iii) �e = �e f�ur e 2 E�,hei�t Normalbasis. Wir schreiben eine solche Basis kurz B = [E0; E+; E�].O�ensichtlich de�niert jede Normalbasis [E0; E+; E�] eines Moduls M eineNormalzerlegung M0 �M+ �M� von M gem�a� M0 := hE0 [ �E0i, M+ :=hE+i und M� := hE�i.Es sei noch einmal betont, da� die Schreibweise B = [E0; E+; E�] als Abk�ur-zung des Ausdrucks B = E0[�E0[E+[E� zu verstehen ist, mit der Betonung,da� B eine Normalbasis ist. Das hei�t, es kommt zu E0 noch �E0 als Teilmengevon B dazu. Die M�achtigkeit von B ist demzufolge jBj = 2jE0j+ jE+j+ jE�j.Oft reicht eine schw�achere Version der Normalbasen aus, die wir wie folgtde�nieren.De�nition 1.2.6 Gelten in De�nition 1.2.5 statt der Bedingungen ii und iiidie schw�acheren Bedingungenii') �e � e modM0 f�ur e 2 E+,iii') �e � �e modM0 f�ur e 2 E�,mit M0 = hE0 [ �E0i, dann hei�t B = [E0; E+; E�] Quasinormalbasis.Nat�urlich ist jede Normalbasis auch Quasinormalbasis, und jede Quasinormal-basis impliziert eine ZerlegungM =M0�M� mitM� = hE+[E�i. Au�erdeminduziert B = [;; E+; E�] eine Normalbasis von M=M0.Viele Aussagen �uber Quasinormalbasen lassen sich einfach auf entsprechendeAussagen �uber Normalbasen zur�uckf�uhren. Die Beziehung zwischen Quasi-normalbasen und Normalbasen, die dazu ausgenutzt wird, stellt die folgendeDe�nition her.De�nition 1.2.7 Es sei C = [F 0; F+; F�] eine Quasinormalbasis eines Mo-duls M und B = [E0; E+; E�] eine Normalbasis von M . Es hei�t B assoziiertzu C, falls E0 = F 0 ist und eine Abbildung � : E+ [ E� ! M0 existiert, soda� F+ = fe+ �(e); e 2 E+g und F� = fe+ �(e); e 2 E�gist.Lemma 1.2.8 Jede Quasinormalbasis besitzt eine zu ihr assoziierte Normal-basis.



16 1.2 Z[�]-ModulnBeweisEs sei die Quasinormalbasis C = [F 0; F+; F�] gegeben.Wir geben explizit an, wie e und �(e) zu f 2 F+ berechnet werden, so da��e = e und �(e) 2 M0 sowie f = e + �(e) gelten. (F�ur F� argumentiert mananalog.)Man setze m := �f � f . Es ist m 2 M0, und nach Lemma 1.2.3 ist sogarm 2 (� � 1)M0. Daher l�a�t sich m = (� � 1)m0 mit m0 2M0 schreiben. Mansetze e := f �m0 und �(e) := m0. qed.Die n�achste De�nition mit dem folgenden Lemma zeigt, wie sich aus Normal-und Quasinormalbasen eines Moduls M Basen gewisser aus M abgeleiteterModuln ergeben.De�nition 1.2.9 Ein Modul M de�niert die beiden Moduln� M� :=M= kerM(1� �),� M+ :=M= kerM(1 + �).Lemma 1.2.10 F�ur eine Normalbasis B = [E0; E+; E�] eines Moduls M gilt:a) i) E0 [ E+ induziert eine Basis von M+,ii) E0 [ E� induziert eine Basis von M�,b) i) (1 + �)E0 [ E+ ist eine Basis von kerM(1� �),ii) (1� �)E0 [ E� ist eine Basis von kerM(1 + �),c) i) E� erzeugt die Torsionsgruppe von M=(1 � �)M , das hei�t, dieTorsionselemente sind von der Form Pe2E� �ee + (1 � �)M mit�e 2 f0; 1g. Der torsionsfreie Anteil von M=(1� �)M ist isomorphzu M+.ii) E+ erzeugt die Torsionsgruppe von M=(1 + �)M , das hei�t, dieTorsionselemente sind von der Form Pe2E+ �ee + (1 + �)M mit�e 2 f0; 1g. Der torsionsfreie Anteil von M=(1 + �)M ist isomorphzu M�.Teil a gilt sogar, wenn B blo� eine Quasinormalbasis ist.BeweisWir zeigen jeweils den i-Teil, die Teile ii folgen analog.Zu a: Die Multiplikation mit (1 + �) ist ein Epimorphismus von M nach(1+�)M . Direkt durch Multiplikation von B mit (1+�) erh�alt man, da�(1+�)E0[2E+ ein Erzeugendensystem von (1+�)M ist. O�ensichtlichist (1 + �)E0 [ 2E+ auch linear unabh�angig. Durch Herausfaktorisierendes Kerns des Epimorphismus erh�alt man M+ = M= kerM(1 + �) �=(1 + �)M , und es folgt Teil a, i.



1.3 Z[�]-Moduln und Tensorprodukte 17Zu b: Es seien nun M+ = hE+i, M� = hE�i und M0 = hE0 [ �E0i.Unmittelbar ist M+ � kerM(1� �) und M� \ kerM(1 � �) = f0g klar.Mit Lemma 1.2.3 rechnet man M0 \kerM(1��) = (1+�)M0 nach, undzusammengenommen beweist dies den Teil b, i: Schreiben wir n�amlichm 2 kerM(1� �) als m = a0 + a+ + a� mit ax 2 Mx f�ur x 2 f0;+;�g,so folgt aus (1� �)m = 0, da� a� = 0 und a0 2 (1 + �)M0 liegt.Zu c: Aus den Teilen a, i und b, ii erhalten wir nach Bemerkung 1.1.2 dieZerlegung M = hE0 [ E+i � kerM(1 + �); (10)also M �=M+� kerM(1+ �). Faktorisieren wir in (10) auf beiden Seiten(1��)M heraus, so erhalten wir nach dem Beweis von Lemma 1.2.4 denIsomorphismus M=(1� �)M �= M+ �M�=2M�: (11)Dies beweist Teil c, i.F�ur Quasinormalbasen w�ahle man zun�achst eine assoziierte Normalbasis undtausche die Normalbasiselemente dann gegen Quasinormalbasiselemente aus.qed.Bemerkung 1.2.11 Wie im Beweis von Lemma 1.2.10, a schon erw�ahnt,erh�alt man aus einer Normalbasis [E0; E+; E�] eines Moduls M zum einen dieBasis (1 + �)E0 [ 2E+ von (1 + �)M und zum anderen (1� �)E0 [ 2E� alsBasis von (1� �)M . Insbesondere impliziert dies die FormelrgM = rg (1 + �)M + rg (1� �)M; (12)zeigt aber auch, da� M im allgemeinen nicht die direkte Summe von (1+�)Mund (1� �)M ist.1.3 Z[�]-Moduln und TensorprodukteIn diesem Abschnitt betrachten wir die folgende Situation. Auf dem Tensor-produktM
L zweier ModulnM und L lassen wir Z[�] diagonal operieren, dashei�t, zu g 2 Z[�] sei g(m
 l) := gm
 gl. Wir kl�aren zun�achst, wie sich eineNormalzerlegung unter dem Tensorprodukt verh�alt. Anschlie�end �ubertragenwir diese �Uberlegungen auf Normalbasen.1.3.1 Normalzerlegung und TensorprodukteWir betrachten als erstes die Situation in den F�allen der einfachsten Z[�]-Moduln.



18 1.3 Z[�]-Moduln und TensorprodukteLemma 1.3.1 Es operiere � auf Z[�] durch Multiplikation, auf Z+ �= Z durchIdentit�at und auf Z� �= Z durch Negation. Dann ist die Normalzerlegung derm�oglichen Tensorprodukte zwischen jeweils zwei dieser Moduln gegeben durcha) Z[�]
 Z[�] �= Z[�]� Z[�],b) Z[�]
 Z� �= Z� 
 Z[�] �= Z[�],c) Z+ 
 Z+ �= Z� 
 Z� �= Z+,d) Z+ 
 Z� �= Z� 
 Z+ �= Z�.BeweisZu a: Ist E0 = f1
1; 1
�g, so ist [E0; ;; ;] eine Normalbasis von Z[�]
Z[�].Zu b: Mit E0 = f1
 1g ist in allen F�allen [E0; ;; ;] eine Normalbasis.Zu c: Mit E+ = f1
 1g ist hier [;; E+; ;] eine Normalbasis.Zu d: Mit E� = f1
 1g ist [;; ;; E�] eine Normalbasis. qed.Mit Hilfe von Lemma 1.3.1 l�a�t sich auf Grund der Distributivit�at des Tensor-produktes die Normalzerlegung im allgemeinen Fall bestimmen.Lemma 1.3.2 Es sei L = L0 � L+ � L� und M = M0 � M+ � M� dieNormalzerlegung der beiden Moduln L und M . Dann ist die direkte Summeder drei Moduln(L
M)0 := (L0 
M) + (L
M0),(L
M)+ := (L+ 
M+)� (L� 
M�),(L
M)� := (L� 
M+)� (L+ 
M�)eine Normalzerlegung von L
M .BeweisMan schreibe L0 �= Z[�]m0(L), M0 �= Z[�]m0(M), L+ �= (Z+)m+(L), M+ �=(Z+)m+(M), L� �= (Z�)m�(L) und M� �= (Z�)m�(M), multipliziere die direktenSummen distributiv aus, und wende Lemma 1.3.1 an.Insbesondere F�ur (L
M)0 erh�alt man den l�anglichen Ausdruck(L
M)0 = (L0
M0)�(L0
M+)�(L0
M�)�(L+
M0)�(L�
M0); (13)der sich zur (nicht direkten) Summe (L0 
M) + (L 
M0) zusammenfassenl�a�t. qed.



1.3 Z[�]-Moduln und Tensorprodukte 19Lemma 1.3.2 impliziert einfache Formeln f�ur die Invarianten m+ und m� einesZ[�]-Moduls.Korollar 1.3.3 F�ur zwei Moduln L und M gilta) m+(L
M) = m+(L)m+(M) +m�(L)m�(M),b) m�(L
M) = m�(L)m+(M) +m+(L)m�(M).Der Satz f�ur Normalzerlegungen weist den Weg f�ur Normalbasen.1.3.2 Normalbasen unter TensorproduktenWir zeigen zun�achst, wie sich Normalbasen unter Tensorproduktbildung ver-halten. Sp�ater werden wir einen entsprechenden Satz f�ur Quasinormalbasenaufstellen.Satz 1.3.4 Es sei [E0; E+; E�] eine Normalbasis eines Moduls L, und es sei[F 0; F+; F�] eine Normalbasis eines Moduls M . Es sei ferner E� := E+ [E�und F � := F+ [ F�. De�nieren wiri) G0 := (E0 � F 0) [ (E0 � �F 0) [ (E0 � F �) [ (E� � F 0),ii) G+ := (E+ � F+) [ (E� � F�),iii) G� := (E+ � F�) [ (E� � F+),dann induziert [G0; G+; G�] eine Normalbasis von L
M .Mit anderen Worten, das Bild von G0 [ �G0 [ G+ [G� unter der AbbildungL�M ! L
M ist eine Normalbasis von L
M .BeweisDer Satz ist eine �Ubertragung von Lemma 1.3.2 auf Basen. Wir zeigen, wiedies im einzelnen aussieht. Schreiben wirL0 := hE0 [ �E0i, L+ := hE+i, L� := hE�i,und M0 := hF 0 [ �F 0i, M+ := hF+i, M� := hF�i,so sieht man mit Lemma 1.3.2 und Lemma 1.1.5, da� zum einen G+ eine Basisvon (L
M)+ und zum anderen G� eine Basis von (L
M)� induziert.Da� G0 [�G0 eine Basis von (L
M)0 induziert, sieht man beispielsweise mitHilfe der Zerlegung von (L
M)0 gem�a� (13) ein: Wir stellen dazu die folgendeTabelle auf. Die Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen in der linkenSpalte ergibt G0 [ �G0, die rechte Spalte ist eine direkte Summenzerlegung



20 1.3 Z[�]-Moduln und Tensorproduktevon (L
M)0 nach (13). Dabei induziert die jeweils linke Seite eine Basis desModuls auf der rechten Seite.(E0 [ �E0)� (F 0 [ �F 0) L0 
M0(E0 [ �E0)� F+ L0 
M+E+ � (F 0 [ �F 0) L+ 
M0(E0 � F�) [ (�E0 � �F�) L0 
M�(E� � F 0) [ (�E� � �F 0) L� 
M0 (14)Nur die letzten beiden Zeilen folgen nicht direkt aus Lemma 1.1.5. Es gilt aberbeispielsweise in der vorletzten Zeile �F� = f�f ; f 2 F�g, also erzeugen�E0 � �F� und �E0 � F� den gleichen Modul, und es gilth(E0 � F�) [ (�E0 � �F�)i = h(E0 [ �E0)� F�i = L0 
M�: (15)F�ur die letzte Zeile argumentiert man analog. qed.Bemerkung 1.3.5 Nach der Konstruktion in Satz 1.3.4 liegt E0��F 0 in G0,jedoch nicht �E0 � F 0. Dadurch wird die Konstruktion unsymmetrisch in Lund M . Dies l�a�t sich letztendlich nicht vermeiden, da eine und nur eine derMengen �E0 � F 0 oder E0 � �F 0 in G0 aufgenommen werden mu�, um eineNormalbasis zu erhalten.Satz 1.3.6 Satz 1.3.4 gilt genauso, wenn man \Normalbasis" durch \Quasi-normalbasis" ersetzt.BeweisWir zeigen zuerst �ahnlich wie im Beweis zu Satz 1.3.4, da� [G0; G+; G�] Basisist, anschlie�end rechnen wir die Quasinormalbasiseigenschaften explizit nach.Wie in Satz 1.3.4 seien E� := E+ [ E� und F � := F+ [ F�. Wir de�nierenL0 = hE0 [ �E0i, L� = hE�i,und M0 = hF 0 [ �F 0i, M� = hF �i,und erhalten die Zerlegungen L = L0 � L� und M =M0 �M�.Im Unterschied zum Beweis f�ur Normalbasen sind nun allerdings nicht mehrnotwendig �E� � L� und �F � � M�. Es ist aber immerhin �E� eine Basisvon L� modulo L0 und �F � eine Basis von M� modulo M0. Dies f�uhrt zu derfolgenden Tabelle: Die Mengen der linken Spalte sind paarweise disjunkt, undvereinigen sich zu G0 [ �G0 [ G+ [ G�, die mittlere Spalte ist eine direkteSummenzerlegung von L
M . Die Menge in der linken Spalte induziert eineBasis des Moduls in der mittleren Spalte modulo dem Modul in der rechtenSpalte.(E0 [ �E0)� (F 0 [ �F 0) L0 
M0(E0 � F �) [ (�E0 � �F �) L0 
M� modulo L0 
M0(E� � F 0) [ (�E� � F 0) L� 
M0 modulo L0 
M0E� � F � L� 
M� (16)



1.3 Z[�]-Moduln und Tensorprodukte 21Es bleiben noch die Quasinormalbasiseigenschaften zu zeigen. Das hei�t, es istzu zeigen, da� �g � g mod (L
M)0 f�ur g 2 G+ und �g � �g mod (L
M)0f�ur g 2 G� gilt. Sei also beispielsweise g 2 G+ und insbesondere g = e 
 fmit e 2 E+ und f 2 F+ (die anderen F�alle behandelt man analog). Dann gilt�(e
 f) = �e
 �f � e
 �f mod L0 
M� e
 f mod L
M0: (17)qed.1.3.3 Mehrfache Tensorprodukte von Z[�]-ModulnIn den letzten Abschnitten wurde das Verhalten von jeweils zwei Moduln L undM untersucht. Hat man mehrere Moduln L1; : : : ; Lr, die tensoriert werden,so erh�alt man eine Normalbasis von L := L1 
 � � � 
 Lr induktiv aus derKonstruktion f�ur zwei Moduln. Wir wollen im folgenden diese Situation n�aheruntersuchen.De�nieren wir L�i := L+i � L�i , so folgt mit x = (x1; : : : ; xr) aus der Distribu-tivit�at des TensorproduktesL = rOi=1 (L0i � L�i ) = Mx2f0;�gr(Lx11 
 � � � 
 Lxrr ): (18)Wir untersuchen nun L0 und L� n�aher.Zu L�: Zun�achst erh�alt man induktiv aus Lemma 1.3.2, da� L� = (L�1
� � �
L�r)ist. Enth�alt W � f+;�gr genau die Vorzeichentupel, in denen das Minus-zeichen in gerader Anzahl vorkommt, und ist W c := f+;�gr nW , so giltL+ = Mx2W(Lx11 
 � � � 
 Lxrr ) und L� = Mx2W c(Lx11 
 � � � 
 Lxrr ): (19)Wir formulieren zwei Spezialf�alle, die sp�ater im Zusammenhang mit Kreisein-heiten auftreten werden, als Lemma.Lemma 1.3.7 Es sei L = L1 
 � � � 
 Lr.a) Ist L�i = 0 f�ur mindestens ein i 2 f1; : : : ; rg, dann ist L+ = L� = 0.b) Ist L+i = 0 f�ur alle i 2 f1; : : : ; rg, so ist{ im Fall, da� r gerade ist: L+ = L�1 
 � � � 
 L�r und L� = 0,{ im Fall, da� r ungerade ist: L� = L�1 
 � � � 
 L�r und L+ = 0.BeweisTeil a folgt sofort aus L� = L�1 
 � � � 
 L�r und Teil b aus Gleichung (19).qed.



22 1.3 Z[�]-Moduln und TensorprodukteZu L0: In der rechten Seite von (18) geh�oren alle Summanden bis auf einen,n�amlich L� = L�1
 � � �
L�r zum L0-Teil. Man kann die Summanden beispiels-weise auf folgende Weise zusammenfassen:L0 = rMi=1(L�1 
 � � � 
 L�i�1 
 L0i 
 Li+1 
 � � � 
 Lr): (20)Die direkte Summe, aus der L0 zusammengesetzt ist, besteht dann nur nochaus r Summanden und nicht mehr aus 2r � 1 Summanden wie in (18).Formal zeigt man (20) durch Induktion nach r. Bezeichnen wir mit Mr dierechte Seite von (20), so folgt aus der Distributivit�at des Tensorprodukts mitder direkten SummeMr =  r�1Mi=1(L�1 
 � � � 
 L�i�1 
 L0i 
 Li+1 
 � � � 
 Lr�1)!
 Lr� (L�1 
 � � � 
 L�r�1 
 L0r)= (Mr�1 
 Lr)� (L�1 
 � � � 
 L�r�1 
 L0r): (21)Nach Induktionsannahme istMr�1 gleich der rechten Seite von (18) (mit r� 1statt r), wobei jedoch der Summand L� = L�1 
 � � � 
 L�r�1 fehlt. Damit erh�altman (20).Die Zusammenfassung der Summanden aus (18) zu �nden l�a�t sich zumindestf�ur r � 3 geometrisch interpretieren: Man �uberdecke einen r-dimensionalenW�urfel (den Modul L = L1 
 � � � 
 Lr), aus dem ein kleinerer W�urfel (derTeilmodul L� = L�1
� � �
L�r) entfernt wurde, durch (m�oglichst gro�e) Quader.Im Falle r = 3 s�ahe die Zerlegung wie folgt aus.
��

����� �����
�����

����������
�� ������L�1L01 L02 L�2 L�3 L03L01 
 L2 
 L3

L�1 
 L02 
 L3 L�1 
 L�2 
 L03
Im folgenden Satz zeigen wir, wie die obigen �Uberlegungen f�ur (Quasi-)Nor-malbasen aussehen.Satz 1.3.8 Gegeben seien die Moduln L1; : : : ; Lr, jeweils mit (Quasi-)Normal-basen Bi = [E0i ; E+i ; E�i ] = E0i [ �E0i [ E+i [ E�i (22)f�ur i = 1; : : : ; r, und wir de�nieren E�i := E+i [ E�i . Weiter sei W � f+;�grdie Menge der Vorzeichentupel x = (x1; : : : ; xr), in denen das Minuszeichen ingerader Anzahl vorkommt und W c := f+;�gr nW .Unter diesen Voraussetzungen induziert [F 0; F+; F�] mit



1.4 Zeilenfaktormoduln 23i) F 0 = r[i=1E�1 � � � � � E�i�1 � E0i � Bi+1 � � � � �Br,ii) F+ = [x2W Ex11 � � � � � Exrr ,iii) F� = [x2W cEx11 � � � � � Exrr ,eine (Quasi-)Normalbasis von L =Nri=1 Li.BeweisDie Teile i-iii sind eine �Ubersetzung der Zerlegungen (19) und (20) in Normal-basen. Alternativ kann man Satz 1.3.8 auch direkt �uber Induktion nach r, unddann mit Satz 1.3.4 beziehungsweise Satz 1.3.6 beweisen. qed.F�ur zwei Spezialf�alle, die sp�ater im Zusammenhang mit Kreiseinheiten auf-treten werden, formulieren wir das dem Lemma 1.3.7 f�ur Normalbasen ent-sprechende Korollar zu Satz 1.3.8.Korollar 1.3.9 In Satz 1.3.8 gilt insbesondere:a) Existiert ein i 2 f1; : : : ; rg mit E�i = ;, beispielsweise i = 1, so istF+ = F� = ; und F 0 = E01 � B2 � � � � �Br.b) Ist E+i = ; f�ur alle i = 1; : : : ; r, so ist{ im Fall, da� r gerade ist: F+ = E�1 � � � � � E�r und F� = ;,{ im Fall, da� r ungerade ist: F� = E�1 � � � � � E�r und F+ = ;.F 0 ist dabei wie in Satz 1.3.8, iii de�niert.1.4 ZeilenfaktormodulnDer Zeilenfaktormodul entsteht als freier Modul �uber einer ProduktmengeA1 � � � � � Ar modulo dem Erzeugnis der Summen �uber einzelne Komponen-ten Ai, die wir als Zeilensummen bezeichnen. Eine exakte De�nition wird imersten Abschnitt gegeben. Anschlie�end zeigen wir, da� sich ein Zeilenfaktor-modul als Tensorprodukt von einfach aufgebauten, sogenannten elementarenZeilenfaktormoduln au�assen l�a�t.Operiert zus�atzlich � auf dem Zeilenfaktormodul, so stellt sich die Frage nachder Konstruktion von Normalbasen und Quasinormalbasen von Zeilenfaktor-moduln. Dazu reicht es aus, diese zun�achst nur f�ur elementare Zeilenfak-tormoduln zu konstruieren und dann die Ergebnisse �uber Normalbasen undTensorprodukte anzuwenden.



24 1.4 ZeilenfaktormodulnDie Zeilensummen sind untereinander nicht frei von Relationen. Im letztenAbschnitt werden wir daher die Relationen, die zwischen den Zeilensummenbestehen, genau untersuchen und sogar eine Basis von dem von den Zeilen-summen erzeugten Modul angeben.1.4.1 De�nition und EigenschaftenDe�nition 1.4.1 Zu r 2 N sei A = Qri=1Ai das endliche Produkt endlicherMengen und J � f1; : : : ; rg.De�nieren wir M := hAi als freies Erzeugnis von A und R � M als Erzeugnisder ZeilensummensAi(a) := sAi(a1; : : : ; ar) = Xb2Ai(a1; : : : ; ai�1; b; ai+1; : : : ; ar); (23)mit a 2 A und i 2 J , so hei�t Z :=M=R der Zeilenfaktormodul zu A und J .Die Mengen Ai hei�en Faktoren von Z, und diejenigen Faktoren Ai mit i 2 Jnennen wir echte Faktoren.Ist r = 1 so nennen wir Z elementar.�Ublicherweise geben wir bei der De�nition eines Zeilenfaktormoduls zu A undJ nicht die Menge J an, sondern erkl�aren, welche Faktoren echt sind. Beispiels-weise sprechen wir vom Zeilenfaktormodul zu A � B, wobei A echter Faktorund B kein echter Faktor ist.Bemerkung 1.4.2 Ist ein Zeilenfaktormodul Z zu einer Menge A elementar,so gibt es genau zwei M�oglichkeiten:� A ist kein echter Faktor. Dann ist Z = hAi, und wir nennen Z trivialenelementaren Zeilenfaktormodul zu A.In diesem Fall ist A selbst auch eine Basis von Z.� A ist echter Faktor. Dann ist Z = hAi=hPa2A ai, und wir nennen Z dennichttrivialen elementaren Zeilenfaktormodul zu A.Ist a] 2 A, so ist in diesem Fall A[ := A n fa]g eine Basis von Z.Beispiele f�ur Zeilenfaktormoduln �nden sich in Abschnitt 2.1. Die dort de�-nierten Zeilenfaktormoduln werden zu den Kreiseinheiten in Beziehung gesetzt,wobei die Zeilensummen den durch Relativnormen erzeugten Relationen ent-sprechen.Von entscheidender Bedeutung ist der folgende Satz, der es erlaubt von ele-mentaren Zeilenfaktormoduln auf beliebige Zeilenfaktormoduln zu schlie�en.Satz 1.4.3 Es sei X ein Zeilenfaktormodul zu A = A1 � � � � � Ar und Y einZeilenfaktormodul zu B = B1 � � � � � Bs. Ist Z der Zeilenfaktormodul mitFaktoren A1, . . . , Ar, B1, . . . , Bs, wobei genau die Faktoren echt sind, dieauch schon in X und Y echt waren, dann gilt Z �= X 
 Y .



1.4 Zeilenfaktormoduln 25BeweisEs seien L = hAi, M = hBi und N = hA � Bi. Weiter seien Q;R und Sals Erzeugnis der entsprechenden Zeilensummen de�niert, so da� X = L=Q,Y =M=R und Z = N=S gilt.Wir zeigen die Behauptung zun�achst unter der Annahme, da� X und Y freisind. Nach Lemma 1.1.6 ist dann L=Q
M=R �= (L
M)=(Q
M + L
R).Wir zeigen L
M �= N und Q
M +L
R �= S, wobei jeweils a
 b 2 L
Mauf (a; b) 2 N abgebildet wird. Der Isomorphismus L 
M �= N folgt sofortmit Lemma 1.1.5.Ist q eine Zeilensumme aus Q und m 2M , so wird q
m auf eine Zeilensummeaus S abgebildet. Also wird Q
M auf S abgebildet. Analog wird auch L
Rauf S abgebildet. Somit ist der Homomorphismus Q 
 M + L 
 R  ! Swohlde�niert. Die Injektivit�at von  ist gegeben, da  eine Einschr�ankungdes Isomorphismus L
M �= N ist. Es bleibt die Surjektivit�at zu zeigen. EinUrbild einer Zeilensumme aus S ist aber entweder von der Form q
m 2 Q
Moder von der Form l
 r 2 L
R. Da S von Zeilensummen erzeugt wird, folgtdie Behauptung.Bisher wurde gezeigt: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1.4.3 und sind Xund Y frei, so gilt Z �= X 
 Y .Wir zeigen nun durch Induktion nach r, da� X frei ist. Da� Y frei ist, folgtanalog durch Induktion nach s. Ist r = 1, so ist X elementar und daher of-fensichtlich frei. F�ur r > 1 sei X 0 der Zeilenfaktormodul zu A1 � � � � � Ar�1und X 00 der elementare Zeilenfaktormodul zu Ar. Nach Induktionsannahmesind X 0 und X 00 frei, also erhalten wir nach dem bisher bewiesenen den Iso-morphismus X �= X 0 
X 00. Da das Tensorprodukt zweier freier Moduln nachLemma 1.1.5 wieder frei ist, ist X frei. qed.Durch mehrmalige Anwendung von Satz 1.4.3 erhalten wir das folgende Ko-rollar.Korollar 1.4.4 Jeder Zeilenfaktormodul ist das Tensorprodukt elementarerZeilenfaktormoduln.Damit k�onnen wir insbesondere eine Basis des Zeilenfaktormoduls angeben.Lemma 1.4.5 Es sei Z ein Zeilenfaktormodul zu A = A1 � � � � � Ar. Weitersei A[i := Ai, falls Ai kein echter Faktor ist, und A[i := Ai nfa]ig, falls Ai echterFaktor ist mit a]i 2 Ai jeweils f�ur i = 1; : : : ; r. Dann ist Z frei, undB := A[1 � � � � � A[r (24)induziert eine Basis von Z.



26 1.4 ZeilenfaktormodulnBeweisNach Korollar 1.4.4 ist Z das Tensorprodukt von o�ensichtlich freien ele-mentaren Zeilenfaktormoduln, deren Basen in Bemerkung 1.4.2 angegebensind. Durch wiederholte Anwendung von Lemma 1.1.5 folgt, da� B in derTat Basis ist. qed.1.4.2 Normalbasen elementarer ZeilenfaktormodulnOperiert auf jedem Faktor Ai eines Zeilenfaktormoduls Z zu A = Qri=1Aidie zweielementige Gruppe f1; �g, so setzen wir diese komponentenweise fortauf A. Homomorphes Fortsetzen auf M = hAi und anschlie�endes Heraus-faktorisieren des von den Zeilensummen erzeugten Moduls R macht Z zumZ[�]-Modul. Damit stellt sich die Frage nach Normalbasen von Zeilenfaktor-moduln.Da wir jeden Zeilenfaktormodul als Tensorprodukt elementarer Zeilenfaktor-moduln identi�ziert haben, kann man sich bei der Konstruktion von Nor-malbasen von Zeilenfaktormoduln auf elementare Zeilenfaktormoduln zur�uck-ziehen, dort Normalbasen konstruieren und die Aussagen �uber Tensorprodukteund Normalbasen aus Abschnitt 1.3 anwenden, um eine Normalbasis eines be-liebigen Zeilenfaktormoduls zu erhalten. In diesem Abschnitt bestimmen wirdaher Normalbasen und Quasinormalbasen f�ur die elementaren Zeilenfaktor-moduln.Operiert f1; �g auf einer Menge A, so besitzt diese eine ZerlegungA = E0 [ �E0 [ E+ (25)in paarweise disjunkte Mengen mit �e = e f�ur e 2 E+, die wir im folgen-den Normalzerlegung nennen, und mit [E0; E+] bezeichnen. F�ur den trivialenelementaren Zeilenfaktormodul hAi ist dann schon [E0; E+; ;] eine Normalba-sis. Den nichttrivialen elementaren Zeilenfaktormodul beschreibt das folgendeLemma.Lemma 1.4.6 Aus einer Normalzerlegung [E0; E+] einer Menge A erh�alt maneine in hAi lebende Normalbasis [F 0; F+; F�] des nichttrivialen elementarenZeilenfaktormoduls hAi=hPa2A ai durch die folgenden De�nitionen.1. Fall: E+ 6= ;. Zu einem e 2 E+ seiF 0 := E0, F+ := E+ n feg, F� := ;.2. Fall: E+ = ;. Zu einem e 2 E0 seiF 0 := E0 n feg, F+ := ;, F� := fPd2E0 dg.Ersetzt man im 2. Fall F� durch gF� := feg, so ist [F 0; F+;gF�] eine Quasi-normalbasis.



1.4 Zeilenfaktormoduln 27BeweisEs sei B = [F 0; F+; F�]. O�ensichtlich ist jBj = jAj�1, also gleich dem Rangdes Zeilenfaktormoduls hAi=hPa2A ai.Es reicht daher zu zeigen, da� B Erzeugendensystem von Z ist, was im 1. Falltrivial ist. Im 2. Fall ist zu zeigen, da� die Elemente e und �e von B erzeugtwerden. Schreiben wir f := Pd2E0 d, so folgt dies aus den beiden Relationene = f �Pd2F 0 d und �e = �f �Pd2�F 0 d. Da� B nicht nur Basis, sondernsogar Normalbasis ist, rechnet man direkt nach. Ebenso rechnet man denZusatz zum zweiten Fall, da� B = [F 0; F+;gF�] eine Quasinormalbasis ist,nach. qed.Der Vorteil der Quasinormalbasis im Gegensatz zur Normalbasis liegt darin,da� die Basis ganz aus Elementen des Erzeugendensystems A gew�ahlt werdenkann.Da ein beliebiger Zeilenfaktormodul nach Korollar 1.4.4 als Tensorprodukt ele-mentarer Zeilenfaktormoduln identi�ziert werden kann, l�a�t sich nun auch mitHilfe der Maschinerie aus Abschnitt 1.3 eine Basis eines beliebigen Zeilenfaktor-moduls konstruieren. In Abschnitt 2.1 wird dies am Beispiel des Kreismodulsausf�uhrlich vorgef�uhrt.1.4.3 Die Relationen der ZeilensummenEs sei Z = M=R ein Zeilenfaktormodul zu A = Qri=1Ai. Wir nehmen imfolgenden an, da� alle Faktoren echt sind (unechte Faktoren st�oren die folgen-den �Uberlegungen nicht, erschweren aber die Lesbarkeit). Um Doppelindizeszu vermeiden schreiben wir im folgenden si(a) f�ur die Zeilensumme sAi(a) f�uri = 1; : : : ; r und a 2 A. Die Zeilensummen gen�ugen f�ur beliebige ai 2 Ai und1 � i; j � r o�ensichtlich der RelationXb2Ai sj(a1; : : : ; ai�1; b; ai+1; : : : ; ar) = Xc2Aj si(a1; : : : ; aj�1; c; aj+1; : : : ; ar): (26)Dies ist in der Tat die einzige Relation, die zwischen den Zeilensummen besteht.Um dies zu zeigen, geben wir eine Basis der Zeilensummen an, und zeigendabei, da� zur Erzeugung der Zeilensummen, die nicht in der Basis liegen, aus-schlie�lich Relationen aus (26) benutzt werden. Im Anschlu� an den folgendenSatz zeigen wir dann, wie dieses Ergebnis in die Darstellbarkeit der Zeilenfak-tormoduln als Tensorprodukt elementarer Zeilenfaktormoduln hineinpa�t.Satz 1.4.7 Zu i = 1; : : : ; r sei jeweils a]i 2 Ai fest gew�ahlt. Dann istC := r[i=1fsi(a1; : : : ; ar); (a1; : : : ; ar) 2 A; aj 6= a]j f�ur i < j � rg (27)eine Basis von R, und diejenigen Zeilensummen, die nicht in der Basis Cliegen, werden mit Hilfe von Relationen vom Typ (26) von C erzeugt.



28 1.4 ZeilenfaktormodulnBeweisR ist als Teilmodul vonM torsionsfrei. Um zu zeigen, da� C Basis ist, reicht eszu zeigen, da� C ein Erzeugendensystem und jCj = rgR ist. Dabei verwendenwir im Beweis nur die Relationen vom Typ (26). F�ur i = 1; : : : ; r sei imfolgenden A[i := Ai n fa]g.C ist Erzeugendensystem: Wir ordnen jeder Zeilensumme � := si(a1; : : : ; ar)den Wert �(�) := max(f0g [ fj; aj = a]jg) zu, und wenden Induktionnach �(�) an. Ist �(�) = 0, so liegt � in C. Nehmen wir nun an, da� alleZeilensummen �0 mit �(�0) < �(�) von C erzeugt werden.Relation (26) liefert� = si(a1; : : : ; ar) = Xb2Ai s�(�)(a1; : : : ; ai�1; b; ai+1; : : : ; ar)�Xc2A[�(�) si(a1; : : : ; a�(�)�1; c; a�(�)+1; : : : ; ar)(28)Die Summanden s�(�)(a1; : : : ; ar), jeweils mit ai = b in der ersten Summe,liegen alle in C, denn es ist a�(�)+1 6= a]�(�)+1, . . . , ar 6= a]r nach derDe�nition von �(�).Die Summanden �0 := si(a1; : : : ; ar), jeweils mit a�(�) = c aus der zweitenSumme werden nach der Induktionsannahme von C erzeugt: Es ista�(�) 6= a]�(�), und daher �(�0) < �(�).rgR = jCj: Interpretieren wir Z als Tensorprodukt elementarer Zeilenfaktor-moduln, so erhalten wir rgZ = Qri=1(jAij � 1). Es ist weiter rgM =Qri=1 jAij, und wir erhalten rgR = rgM � rgZ.De�nieren wir B := A[1 � � � � � A[r, so ist H := A n B eine Menge derM�achtigkeit rgR. Wir geben eine Bijektion von C nach H an.Es bestehtH aus genau den r-Tupeln (a1; : : : ; ar), die in mindestens einerder Komponenten ein Element ai = a]i stehen haben. Eine BijektionC ! H ist gegeben durchsi(a1; : : : ; ar) 7! (a1; : : : ; ai�1; a]i; ai+1; : : : ; ar): (29)Die Umkehrabbildung ordnet dabei jedem a = (a1; : : : ; ar) diejenigeSumme si(a) zu, f�ur die i maximal ist mit ai = a]i. qed.Wir wollen im folgenden noch ohne Beweis erl�autern, wie die Doppelsummenim Zusammenhang mit der Interpretation der Zeilenfaktormoduln als Tensor-produkte zu verstehen sind.Haben wir Z �= X 
 Y mit Zeilenfaktormoduln X; Y und Z, und schreibenwir X = L=Q und Y = M=R, so ist, wie im Beweis zu Satz 1.4.3 gezeigt,



1.5 Di�erenzenmoduln 29Z �= (L 
M)=(Q 
M + L 
 R). Die Summe in Q 
M + L 
 R ist nichtdirekt, sondern es gilt (Q
M) \ (L
 R) = Q
 R. Da sowohl Q als auch Rvon Zeilensummen erzeugt werden, wird Q 
 R von Tensorprodukten jeweilszweier Zeilensummen erzeugt. Dies entspricht gerade den Doppelsummen.Zum Schlu� dieses Abschnittes sei noch angemerkt, da� sich zeigen l�a�t, da�die Relationen, die zwischen den Doppelsummen bestehen, gerade die Dreifach-summen sind usw, das hei�t, die Relationen, die innerhalb der n-fach-Summenbestehen, werden gerade von den (n + 1)-fach-Summen gebildet.1.5 Di�erenzenmodulnBei der Behandlung von Gruppenringen RG einer Gruppe G �uber einem RingR spielt der Augmentationshomomorphismus eine besondere Rolle. Dieserordnet einem Element P agg aus RG die Summe P ag 2 R zu (siehe Ab-schnitt 1.1.5 in [2]). Der Kern dieses Homomorphismus bildet einen Teilmodul�RG, der beispielsweise von fg � g0; g; g0 2 Gg erzeugt wird.Dies l�a�t sich in o�ensichtlicher Weise auf beliebige ModulnN verallgemeinern.Zu einer Menge E � N betrachte man den Teilmodul�EN := he� e0; e; e0 2 Ei � N: (30)In den n�achsten Abschnitten untersuchen wir solche Moduln �EN . Dabeibetrachten wir zun�achst den \klassischen" Fall, da� E eine Basis von N istund daran anschlie�end den Fall, da� E nur ein Erzeugendensystem von Nist. Im darau�olgenden Abschnitt �ubertragen wir die f�ur Z-Moduln erhaltenenErgebnisse auf Z[�]-Moduln.Abschlie�end behandeln wir dann den Fall, da� N ein gewisser Zeilenfaktor-modul ist, der sp�ater im Zusammenhang mit Kreiseinheiten wichtig ist.1.5.1 Der AugmentationshomomorphismusDer Augmentationshomomorphismus taucht in der Regel im Zusammenhangmit Gruppenringen auf und wird dann auf diesen auch de�niert. Zur vern�unf-tigen De�nition der Augmentation reichen jedoch schon ein Modul und eineBasis dieses Moduls aus.De�nition 1.5.1 Es sei M ein Modul mit Basis B. Dann hei�t der Homo-morphismus aug :M ! Z; Xb2B �bb 7!Xb2B �b (31)Augmentationshomomorphismus.Der Teilmodul kerM aug aller Elemente von M mit Augmentation Null wirdmit �M bezeichnet.



30 1.5 Di�erenzenmodulnEs sei angemerkt, da� aug und � wesentlich von der Basis B abh�angen, so da�eigentlich augB und �B zu schreiben w�are. Im folgenden ist aber immer klar,welche Basis gemeint ist, so da� wir � und aug nicht mit der Basis indizieren.Eine Basis von �M ist wie folgt gegeben.Lemma 1.5.2 Es sei M ein Modul mit Basis B. Weiter sei b] 2 B undB[ := B n fb]g. Dann ist B0 := fb� b]; b 2 B[g (32)eine Basis von �M .BeweisO�ensichtlich ist B0 [ fb]g eine Basis von M . Schreiben wir m 2 �M alsm = �b]b] + Xb2B[ �b(b� b]) (33)mit �b 2 Z, so zeigt die Anwendung von aug auf (33), da� �b] = 0 ist. qed.Insbesondere folgt aus Lemma 1.5.2, da� der Index [M : �M ] =1 ist.Im n�achsten Abschnitt 1.5.2 brauchen wir den gr�o�ten gemeinsamen Teiler�uber alle Augmentationen der Elemente eines Teilmoduls R � M . Wir unter-suchen diesen Wert im folgenden genauer.Lemma 1.5.3 Es sei M ein Modul mit Basis B und R � M ein Teilmodulvon M , und R besitze zumindest ein Element, das nicht in �M liegt. Dannexistiert r 2 R mit aug(r) = gcd aug(R).BeweisEs sei r 2 R ein Element mit minimaler positiver Augmentation. Da r 2 Rliegt, ist gcd aug(R) ein Teiler von aug(r).Es ist noch zu zeigen, da� aug(r)j aug(r0) f�ur alle r0 2 R gilt. Denn dann giltauch, da� aug(r) den gr�o�ten gemeinsamen Teiler �uber alle Augmentationenvon R teilt. Somit ist aug(r) gleich diesem.Existiert r0 2 R mit aug(r) j6 aug(r0), dann hat � = gcd(aug(r); aug(r0)) eineDarstellung � = � aug(r)+� aug(r0) mit �, � 2 Z. Damit ist aber �r+�r0 2 Rein Element mit positiver Augmentation � < aug(r), was ein Widerspruch zurMinimalit�at von aug(r) ist. qed.Explizit berechnen kann man gcd aug(R) �uber ein Erzeugendensystem von R.Lemma 1.5.4 Ist E � R ein Erzeugendensystem von R, so gilt gcd aug(R) =gcd aug(E).



1.5 Di�erenzenmoduln 31BeweisIst r 2 R ein Element mit aug(r) = gcd aug(R), so kann man r = Pe2E �eeschreiben und erh�alt aug(r) = Pe2E �e aug(e). F�ur den gr�o�ten gemeinsamenTeiler von Zahlen a1; : : : ; ar und b gilt gcd(a1; : : : ; ar; b) = gcd(a1; : : : ; ar), wennb eine Linearkombination der ai ist. Damit erhalten wirgcd aug(R) = aug(r) = gcd(aug(E) [ faug(r)g) = gcd aug(E): (34)qed.1.5.2 Konstruktion von BasenEs sei M ein Modul mit Basis B. Weiter sei R � M ein Teilmodul, so da�N =M=R frei ist.Im letzten Abschnitt de�nierten und untersuchten wir den Augmentations-homomorphismus aug : M ! Z, P�bb 7! P�b, dessen Kern �M von derMenge fb � b0; b; b0 2 Bg erzeugt wird. (Dabei kann b0 auch fest gew�ahltwerden.) In Analogie dazu de�nieren wir den Teilmodul �N von N .De�nition 1.5.5 Es sei M ein Modul, R �M ein Teilmodul und N =M=Rfrei. Ist B eine Basis von M , dann hei�t der Modul�N := h(b� b0) +R; b; b0 2 Bi = (�M +R)=R (35)Di�erenzenmodul von N =M=R zu B.Hier sei wie in De�nition 1.5.1 angemerkt, da� �N jeweils von der Basis Babh�angt. In der Regel ist aber eindeutig, welche Basis gemeint ist.Der Index von �M in M ist unendlich. Wir beantworten im folgenden dieseFrage f�ur [N : �N ].Lemma 1.5.6 Es sei M ein Modul mit Basis B. Es sei weiter R � MTeilmodul, so da� N = M=R frei ist, und es sei �N der Di�erenzenmodulvon N zu B. Dann gilt [N : �N ] = gcd aug(R); (36)wobei gcdf0g =1 zu de�nieren ist.BeweisEs sei b0 2 B. Da b � b0 mod �M f�ur alle b 2 B ist, ist N=�N zyklisch mitErzeugendem b0, und der Index [N : �N ] ist die kleinste positive Zahl m mitmb0 2 R +�M .



32 1.5 Di�erenzenmodulnIst R � �M , das hei�t, haben alle Elemente aus R Augmentation Null, soliegt wegen aug(mb0) = m kein mb0 mit m 6= 0 in �M + R. Der Index istdann unendlich.Ansonsten zeigt Lemma 1.5.3, da� r 2 R mit Augmentation � := aug(r) =gcd aug(R) existiert. F�ur dieses r 2 R gilt �b0 � r mod �M , somit folgt, da��b0 +R 2 �N ist.W�are umgekehrt �b0 + R 2 �N mit 0 < � < �, so existierte r0 2 R mitr0 � �b0 2 �M . Somit w�are aug(r0) = � < gcd aug(R), was nicht sein kann.qed.Als n�achstes betrachten wir die Konstruktion einer Basis von �N . Fixierenwir b] 2 B, so ist bekanntlich B0 = fb � b]; b 2 B; b 6= b]g eine Basis von�M . Zumindest im Fall [N : �N ] < 1 kann schon aus Ranggr�unden dieseBasisbildung nicht zu einer Basis von �N f�uhren, da B0 ein Element wenigerenth�alt als B. F�ur �N kann man aber zumindest eine �ahnliche Konstruktiondurchf�uhren, wie wir in den folgenden Lemmata und im Algorithmus zeigenwerden.In den n�achsten beiden Lemmata konstruieren wir eine in M lebende Basisvon �N aus einer in M lebenden Basis C von N unter der auf den erstenBlick starken Voraussetzung, da� alle Elemente aus C gleiche Augmentationhaben. Im Anschlu� an diese Lemmata stellen wir einen Algorithmus vor, der,von einer beliebigen Basis ausgehend, eine solche spezielle Basis konstruiert.Lemma 1.5.7 Es seien M ein Modul mit Basis B und R �M Teilmodul, soda� N =M=R frei ist. Weiter induziere C � M eine Basis von N , wobei alleElemente c 2 C die gleiche Augmentation 
 besitzen. Wir �xieren ein Elementc] 2 C, und es sei C[ := C n fc]g. Schlie�lich sei � := gcd aug(R). Es gilt:a) Ist � =1, dann induziert C 0 := fc� c]; c 2 C[g eine Basis von �N .b) Ist � 6=1, dann induziert C 0 := fc� c]; c 2 C[g [ f�c]g eine Basis von�N .BeweisWir zeigen zun�achst, da� gcd(
; �) = 1 ist. Da C eine Basis von M=R in-duziert, gibt es zu b 2 B sicher c 2 hCi und r 2 R mit b = c + r. Augmen-tationsbildung ergibt 1 = aug(c) + aug(r). Ein gemeinsamer Teiler p von 
und � w�urde auch aug(c) und aug(r) teilen, was nicht gleichzeitig sein kannf�ur p 6= 1.Da C 0 die richtige Anzahl an Elementen besitzt, reicht es zu zeigen, da� C 0Erzeugendensystem ist. Da C eine Basis von M=R induziert, induziert auchfc]g [ fc� c]; c 2 C[g eine Basis von M=R. Es existieren demnach zu jedenb und b0 2 B ganze Zahlen �c; � 2 Z und r 2 R mitb� b0 = r + �c] + Xc2C[ �c(c� c]): (37)



1.5 Di�erenzenmoduln 33In Teil b hat r Augmentation k� mit k 2 Z. Die Anwendung von aug auf(37) ergibt 0 = k� + �
. Da 
 und � teilerfremd sind, folgt �j�, das hei�t, C 0erzeugt in der Tat b� b0 modulo R.Teil a folgt ebenfalls mit (37). In diesem Fall ergibt Augmentationsbildung� = 0. qed.Bemerkung 1.5.8 Ebenso wie �M l�a� sich �N als Kern einer \Augmen-tation" interpretieren. Mit � = [N : �N ] f�ur endlichen und � = 0 f�ur un-endlichen Index erh�alt man einen Homomorphismusaug : N ! Z=�Z; a+R 7! aug(a) + �Z; (38)und es gilt �N = kerN aug, was wie folgt einzusehen ist.O�ensichtlich ist �N � kerN aug. Die andere Inklusion erh�alt man mit demgleichen Ansatz wie in (37). Ist a 2 kerN aug, so folgt aus einer Relationa = r + �c] + Xc2C[ �c(c� c]) (39)mit �c; � 2 Z und r 2 R durch Augmentationsbildung wie im Beweis zuLemma 1.5.7 �j� und damit a 2 �N .Im Fall b in Lemma 1.5.7 erh�alt man ein Element �c] als Basiselement, dasnicht in �M liegt. Diesen Sch�onheitsfehler kann man direkt dadurch beheben,da� man �c] durch �c]�
r ersetzt, wobei r ein Element aus R mit Augmenta-tion � ist, was nach Lemma 1.5.3 existiert. Die folgende Konstruktion erzeugtebenfalls eine in �M lebende Basis von �N , die sogar vollst�andig aus Ele-menten der Form fc� �cg zu einem festen �c besteht.Lemma 1.5.9 Es sei M ein Modul mit Basis B und R � M ein Teilmodul,so da� N = M=R frei ist. Weiter induziere C � M eine Basis von N , wobeialle Elemente c 2 C die gleiche Augmentation 
 besitzen.Ist � := gcd aug(R) < 1, dann existiert ein Element �c 2 M mit aug(�c) = 
,so da� �C := fc� �c; c 2 Cg (40)eine Basis von �N induziert.Man erh�alt �c explizit als Di�erenz �c = r � ~c, mit r 2 R und ~c 2 hCi, wobeiaug(r) = 
� und aug(~c) = (�� 1)
 ist.BeweisWir beweisen das Lemma dadurch, da� wir von einer Basis gem�a� Lemma 1.5.7ausgehen, und dann sukzessive Elemente austauschen, bis wir die Basis �Cerhalten. Ist C 0 wie in Lemma 1.5.7 gegeben, so tauschen wir zun�achst �c]



34 1.5 Di�erenzenmodulngegen c] � �c aus, und anschlie�end c � c] gegen c � �c. Wir zeigen nun imeinzelnen, wie das m�oglich ist.Es sei c] 2 C, und es sei C[ := C nfc]g. Nach Lemma 1.5.7 induziert f�c]g[C 0mit C 0 = fc� c]; c 2 C[g eine Basis von �N .Wir w�ahlen nun ~c 2 hCi mit aug(~c) = (� � 1)
. F�ur dieses gilt dann ~c �(� � 1)c] mod hC 0i. Mit �c � �~c mod R folgt c] � �c � �c] mod (R + hC 0i).Damit k�onnen wir �c] gegen c] � �c austauschen und erhalten C 0 [ fc] � �cg alseine in M lebende Basis von �N .Wegen c � �c = c � c] + (c] � �c) lassen sich nun die Elemente c � c] aus C 0tauschen zu c� �c, und wir erhalten �C als in M lebende Basis von �N .Bisher ist also gezeigt, da� �C eine Basis ist, wenn ~c 2 hCi existiert, f�ur dasaug(~c) = (�� 1)
 ist. Beispielsweise ist ~c := (�� 1)c] eine geeignete Wahl.Um aug(�c) = 
 zu erreichen, brauchen wir noch r 2 R mit aug(r) = �
. Sicherexistiert aber, wie in Lemma 1.5.3 gezeigt, r0 2 R mit aug(r0) = �. Dann istr := 
r0 geeignet. qed.Der folgende Algorithmus konstruiert aus einer beliebigen Basis C von �Neine Basis �C, die die Voraussetzungen der Lemmata 1.5.7 und 1.5.9 erf�ullt.Algorithmus 1.5.10 Es seien M ein Modul mit Basis B und R � M einTeilmodul, so da� N =M=R frei ist. Weiter induziere C �M eine Basis vonN . Der folgende Algorithmus berechnet eine in M lebende Basis �C von N ,deren Elemente alle die gleiche Augmentation 
 besitzen.1. (Normieren) Ersetze die c 2 C mit aug(c) < 0 jeweils durch �c := �c. Esgilt nun f�ur alle c 2 C, da� 0 � aug(�c) ist.2. (Augmentation Null eliminieren) Haben alle Elemente aus C Augmenta-tion Null, so setze �C := C und beende den Algorithmus. Sonst existiertc] 2 C mit aug(c]) > 0. Ersetze nun die c 2 C mit aug(c) = 0 jeweilsdurch �c := c+c]. Nach diesem Schritt haben alle Elemente aus C positiveAugmentation.3. (�Uberpr�ufen) Haben alle Elemente aus C gleiche Augmentation, so setze�C := C und beende den Algorithmus.4. (Austauschen) W�ahle c und c0 2 C mit aug(c) < aug(c0), tausche c0durch c0 � c aus, und mache bei Schritt 3 weiter.



1.5 Di�erenzenmoduln 35Lemma 1.5.11 Algorithmus 1.5.10 arbeitet korrekt.BeweisO�ensichtlich liefert Algorithmus 1.5.10, wenn er denn terminiert, ein korrektesErgebnis, da C nach jedem Schritt eine Basis von M=R induziert.Der Algorithmus terminiert, da in jedem Durchlauf von Schritt 4 die Summeder Augmentationen der Elemente c aus C um mindestens 1 verringert wird,diese aber, da positiv, nach unten beschr�ankt ist. qed.Zur E�zienz von Algorithmus 1.5.10 sei an dieser Stelle angemerkt, da� hiernur die prinzipielle Berechenbarkeit einer geeigneten Basis demonstriert werdensoll. Der Algorithmus ist angelehnt an die Berechnung eines gr�o�ten gemein-samen Teilers mehrerer Zahlen, und demzufolge w�urde man in einer realenImplementierung die Subtraktion in Schritt 4 durch eine geeignete Divisionmit Rest ersetzen.Bemerkung 1.5.12 Bei der Anwendung in Bezug auf die Gruppe der Kreis-einheiten besitzen alle c 2 C jeweils Augmentation 1. Dies ist nicht zwingendso, wie das Beispiel M = ha; bi, R = h2a+ bi und C = fa+ bg demonstriert.1.5.3 Z[�]-ModulnBei den Anwendungen auf Kreismoduln tritt der Fall auf, da� � auf dem Z-ModulM und damit auf N =M=R operiert. Wir betrachten im folgenden nursolche Basen, f�ur die der Augmentationshomomorphismus mit � vertr�aglich ist,das hei�t, da� aug(�m) = aug(m) f�ur m 2M gilt.Wir betrachten die beiden von N abgeleiteten Moduln N+ = N= kerN(1 + �)und N� = N= kerN (1� �) und de�nieren zun�achst, wie �N� zu verstehen ist.De�nition 1.5.13 Es sei B eine Basis eines Moduls M , auf dem � operiere.Weiter sei R � M Teilmodul und N = M=R frei. Die Operation von � f�uhrtdann gem�a� De�nition 1.2.9 auf die Moduln N+ und N�. Wir erhalten damitdie Folge von kanonischen HomomorphismenM �!M=R = N ��! N�: (41)Mit diesen Bezeichnungen sei �N� := ����M .Den Zusammenhang mit der Basiskonstruktion aus Abschnitt 1.5.2 liefert dasfolgenden Lemma.Lemma 1.5.14 Es sei M ein Modul, R � M ein Teilmodul und N = M=Rfrei, verbunden durch den kanonischen Homomorphismus � :M !M=R. Wirde�nieren die Teilmoduln Q+ und Q� von M durch



36 1.5 Di�erenzenmodulnQ+ := ��1(kerN (1 + �)) und Q� := ��1(kerN(1� �)).Dann ist M=Q+ �= N+ und M=Q� �= N�. Insbesondere induziert eine in Mlebende Basis von �(M=Q+) eine Basis von �N+, und eine in M lebendeBasis von �(M=Q�) induziert eine Basis von �N�.BeweisDie Behauptung folgt direkt aus der Kommutativit�at des DiagrammsM ! M=R# #M=Qx �= Nx (42)wobei x eines der Symbole + oder � ist. qed.Bemerkung 1.5.15 Konkret erh�alt man Q+ = R + (1� �)M + hE�i, wenn[E0; E+; E�] eine Normalbasis von N induziert. Ist dar�uber hinaus E� = ;,das hei�t, gilt m�(N) = 0, so folgt gcd aug(Q+) = gcd aug(R).Im allgemeinen ist gcd aug(Q�) 6= gcd aug(R), denn es ist (1+�)M � Q�, und(1+�)M enth�alt Elemente mit Augmentation 2, woraus direkt die Absch�atzunggcd aug(Q�) � 2 folgt.1.5.4 Di�erenzenmodul und ZeilenfaktormodulnIn diesem Abschnitt betrachten wir den Di�erenzenmodul zu gewissen Zeilen-faktormoduln, die sp�ater im Zusammenhang mit dem Kreiseinheiten wichtigsind.Es sei N (�; A) der Zeilenfaktormodul zu ��A, wobei nur A echter Faktor ist.Ist also R das Erzeugnis der Zeilensummen s(�; �) = Pa2A(�
 a) mit � 2 �,dann ist N (�; A) = h�� Ai=R.Im Vorgri� auf die Bezeichnungen im zweiten Kapitel sei an dieser Stelle bereitsangemerkt, da� dann Z(q) = N (Gq=p; f0; : : : ; p � 1g) gilt, wobei q = p� einePrimzahlpotenz, Z(q) der Kreismodul und Gd = f1 � a < d; gcd(a; d) = 1gist.Basen f�ur �N (�; A) und �N (�; A)+ ergeben sich folgenderma�en.Satz 1.5.16 Es seien A und � endliche Mengen und N (�; A) der Zeilenfak-tormodul zu �� A, wobei nur A echter Faktor ist. Weiter sei c] := �] 
 a] 2�� A ein ausgezeichnetes Element und A[ := A n fa]g.a) Unter diesen Voraussetzungen induziertB := fc� c]; c 2 �� A[g (43)eine Basis von �N (�; A).



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 37b) Ist [�; ;] eine Normalzerlegung von � mit �] 2 �, dann induziertB+ := fc� c]; c 2 �� A[g (44)eine Basis von �N (�; A)+.BeweisNach Lemma 1.4.5 induziert ��A[ eine Basis von N (�; A). Korollar 1.3.9, aliefert �� A[ als Basis von N (�; A)+. Dabei ist 
 = aug(�� A[) = 1.Wir schreiben N (�; A) = M=R, wobei M = h� � Ai ist und R von denZeilensummen s(�; �) f�ur � 2 � erzeugt wird.Wir wollen Lemma 1.5.9 anwenden. Dazu sind gem�a� 
 = 1 ein r 2 R undein ~c 2 h� � A[i zu bestimmen, so da� c] = r � ~c ist, wobei � = aug(r) =gcd aug(R) = jAj und aug(~c) = � � 1 ist. Diese sind f�ur r = s(�]; �) und~c := Pa2A[ �] 
 a gegeben, und es folgt Teil a.Zum Beweis von Teil b seien N (�; A)+ =M=Q+ mitM = h��Ai und Q+ wiein Lemma 1.5.14. Da m�(N (�; A)) = 0 ist, gilt, wie in Bemerkung 1.5.15 fest-gestellt, da� gcd aug(Q+) = gcd aug(R) ist. Genau wie im Beweis von Fall a,folgt die Behauptung mit Lemma 1.5.9 (man schreibe im vorangegangenenAbschnitt \�" anstelle von \�"). qed.Den Fall �N (�; A)� haben wir im vorangegangenen Satz nicht behandelt.Es gilt im allgemeinen gcd aug(Q�) 6= gcd aug(R), so da� der Beweis nichtanalog zu f�uhren ist. In Bezug auf die Anwendung auf Kreiseinheiten ist dieserFall auch irrelevant. Grunds�atzlich kann man aber mit den Mechanismen vonAbschnitt 1.5.2 auch Basen von N (�; A)� konstruieren.Zum Schlu� geben wir noch explizit an, wie die Elemente � 
 a] � �] 
 a] 2�N (�; A) von der Basis B aus (43) modulo der Relationen aus R erzeugtwerden. Es gilt:�
 a] � �] 
 a] � � Xa6=a] 0@(�
 a� �] 
 a]| {z }2B )� (�] 
 a� �] 
 a]| {z }2B )1A mod R:(45)1.6 Exakte Sequenzen und BasenIn Abschnitt 1.3 wurden aus Eigenschaften von zwei Moduln Informationen�uber einen dritten Modul gewonnen, wobei der dritte Modul das Tensorpro-dukt der beiden anderen Moduln ist. In diesem Abschnitt betrachten wireine �ahnliche Situation. Wir gehen von kurzen exakten Sequenzen 0 ! N !L ! K ! 0 aus und gewinnen Informationen �uber L durch das, was von Nund K bekannt ist. Anschlie�end verallgemeinern wir diese Vorgehensweiseauf Systeme von Moduln, die implizit durch exakte Sequenzen miteinanderverbunden sind.



38 1.6 Exakte Sequenzen und Basen1.6.1 Exakte SequenzenIst eine exakte Sequenz 0 ! N �! L ! K ! 0 gegeben, so gilt de�nitions-gem�a� N �= �(N) und K �= L=�(N). Wir k�onnen daher N immer als Teilmodulvon L und K als Faktormodul von L au�assen.Ausgangspunkt unserer �Uberlegungen zur Konstruktion von Basen ist das fol-gende Lemma.Lemma 1.6.1 Es sei 0! N ! L! K ! 0 eine exakte Sequenz von Moduln,wobei N und K frei sind. Ist B eine Basis von N und induziert C � L eineBasis von K, so ist L frei und B [ C eine Basis von L.BeweisEs sei S = hCi. Da L von C modulo N erzeugt wird, gilt L = S + N . Ausder linearen Unabh�angigkeit von C als Basis von L=N folgt, da� S \N = f0ggilt, somit ist die Summe von S und N direkt, und die Behauptung folgt.qed.Lemma 1.6.1 l�a�t sich verallgemeinern auf eine aufsteigende Folge von Moduln:Lemma 1.6.2 Es sei 0 = L(0) � L(1) � � � � � L(i) � � � � � L mit L = S1i=0 L(i)eine aufsteigende Folge von Moduln, und es seien zu i 2 N freie Moduln N (i)gegeben, derart da� die Sequenz0! L(i�1) ! L(i) ! N (i) ! 0 (46)exakt ist.Induziert B(i) � L(i) eine Basis von N (i) f�ur alle i 2 N, so ist L frei undB := S1i=1B(i) eine Basis von L.BeweisDurch Induktion zeigt man unter Zuhilfenahme von Lemma 1.6.1, da� L(n)f�ur jedes n 2 N frei und die Menge C(n) := Sni=1B(i) eine Basis von L(n) ist.Dadurch ist das Lemma f�ur endliche Folgen von Moduln L(i) gesichert.Da jedes Element aus L in einer der Mengen L(n) liegt, ist o�ensichtlich Bein Erzeugendensystem von L. Dar�uber hinaus liegt aber auch jede endlicheKombination von Elementen aus B in L(n), f�ur gen�ugend gro�es n, so da� mansich zum Beweis der linearen Unabh�angigkeit von B ebenfalls auf die lineareUnabh�angigkeit der einzelnen C(n) zur�uckziehen kann. qed.1.6.2 Normalit�atIm folgenden betrachten wir nur jene exakte Sequenzen 0! N �! L  ! K ! 0,f�ur die N und K (und damit auch L) frei und die Homomorphismen � und  mit � vertr�aglich sind.



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 39Die Lemmata 1.6.1 und 1.6.2 gelten im allgemeinen nicht f�ur Normalbasen,wie das folgende Beispiel zeigt. Es sei L = hx; �xi. Weiter de�nieren wirN = hx � �xi und K = hx + Ni. Die Sequenz 0 ! N ! L ! K ! 0 istexakt, es ist B := [;; ;; fx��xg] eine Normalbasis von N , und C := [;; fxg; ;]induziert eine Normalbasis von K, jedoch ist B [ C keine Normalbasis, nochnicht einmal eine Quasinormalbasis von L. Es ist in diesem Beispiel auch nichtm�oglich die Basen B und C geschickter zu w�ahlen, um vielleicht doch aus ihrerVereinigung eine Normalbasis zu erhalten.Dennoch ist nicht alles verloren. Im folgenden werden wir einen Algorithmuserarbeiten, der zu einer gegebenen exakten Sequenz0! N ! L! K ! 0 (47)und Normalbasen B von N und C von K eine Normalbasis von L herstellt.Die geschieht dadurch, da� wir ausgehend von (47) eine Folge von exaktenSequenzen 0! Ni ! L! Ki ! 0 (48)jeweils mit Normalbasen Bi von Ni und Ci von Ki f�ur i = 0; 1; 2; : : : konstru-ieren, wobei in jedem Schritt der Rang von Ki verkleinert und entsprechendder Rang von Ni vergr�o�ert wird, bis wir f�ur ein s eine exakte Sequenz 0 !Ns ! L! 0! 0 erhalten. In dem Fall ist Ns = L und eine Normalbasis vonNs ist auch eine Normalbasis von L. Wir erkl�aren im folgenden die einzelnenSchritte.Lemma 1.6.3 Es sei 0 ! N ! L ! K ! 0 exakt, B = [F 0; F+; F�] eineNormalbasis von N , und C = [E0; E+; E�] � L induziere eine Normalbasisvon K.Ist B0 := [F 0 [ E0; F+; F�] und C0 := [;; E+; E�], dann ist mit N0 := hB0iund K0 := hC0i die Sequenz0! N0 ! L! K0 ! 0 (49)exakt. Es gilt weiter, da� B0 Normalbasis von N0 und C0 eine Normalbasisvon K0 ist.BeweisEs seiK0 := hE0[�E0i. Dann istN0 = N�K0 undK �= K0�K0. Damit folgtdie Exaktheit von (49) direkt aus der Exaktheit von 0! N ! L! K ! 0.Da� B0 und C0 sogar Normalbasen sind, kann direkt nachgerechnet werden.qed.Lemma 1.6.3 erm�oglicht es, aus K den \K0-Teil" zu entfernen. Im folgendenk�ummern wir uns um den von E+ und E� erzeugten Teil von K.Der folgende Algorithmus konstruiert aus Normalbasen B und C Mengen B0und C 0, die wir im anschlie�enden Lemma als Normalbasen geeigneter Modulnidenti�zieren werden.



40 1.6 Exakte Sequenzen und BasenAlgorithmus 1.6.4 Es sei 0 ! N ! L ! K ! 0 eine exakte Sequenz. Essei weiter B = [F 0; F+; F�] eine Normalbasis von N und C = [E0; E+; E�] �L induziere eine Normalbasis von K, wobei E+[E� 6= ; gilt. Wir konstruierenauf die folgende Art B0 := G0 [ �G0 [G+ [G� und C 0 mit jC 0j < jCj.I. Fall: c 2 E+. In diesem Fall sei C 0 := [E0; E+ n fcg; E�]. Es ist c� �c 2kerN(1 + �) � N . Nach Lemma 1.2.10, b, ii existieren a 2 N undF 0 � F� mit c� �c = (1� �)a+Pb2F 0 b. Wir de�nieren f := c� a 2 Lund unterscheiden zwei F�alle.: :̂ Ist F 0 = ;, so ist �f = f , und dementsprechend setzen wirG0 := F 0, G+ := F+[ffg, G� := F�.: :_ Ist F 0 6= ;, dann w�ahlen wir ein f 0 2 F 0 und setzenG0 := F 0 [ ffg, G+ := F+, G� := F� n ff 0g.II. Fall: c 2 E�. Wir setzen zun�achst C 0 := [E0; E+; E� n fcg]. Analog zumersten Fall existieren a 2 N und F 0 � F+ mit c+�c = (1+�)a+Pb2F 0 b.Wir de�nieren wieder f := c� a 2 L und unterscheiden zwei F�alle.: :̂ Ist F 0 = ;, so ist �f = �f , und dementsprechend setzen wirG0 := F 0, G+ := F+, G� := F� [ ffg.: :_ Ist F 0 6= ;, dann w�ahlen wir ein f 0 2 F 0 und setzenG0 := F 0 [ ffg, G+ := F+nff 0g, G� := F�.Lemma 1.6.5 Es seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Al-gorithmus 1.6.4 gew�ahlt. Weiter de�nieren wir N 0 := hB0i und K 0 := hC 0i.Dann ist B0 eine Normalbasis von N 0 und C 0 eine Normalbasis von K 0, unddie Sequenz 0! N 0 ! L! K 0 ! 0 (50)ist exakt.BeweisDa� B0 und C 0 Normalbasen sind ergibt sich direkt aus deren De�nition, wobeiman in Algorithmus 1.6.4 die einzelnen F�alle unterscheidet. Es ist zu zeigen,da� die Sequenz (50) exakt ist.Wir �ubernehmen im folgenden die Bezeichnungen von Algorithmus 1.6.4. De�-nieren wir eB := B [ fcg und fN := h eBi, so folgt aus der Exaktheit von0! N ! L! K ! 0 wie im Beweis von Lemma 1.6.3 die Exaktheit von0! fN ! L! K 0 ! 0; (51)indem man bei L! K 0 das Element c 2 L auf 0 abbildet.Wir zeigen fN = N 0, das hei�t, wir zeigen, da� B0 und eB den gleichen Modulerzeugen. Wir nehmen c 2 E+ an. Ist c 2 E�, so argumentiert man analog.Ist der : :̂ -Unterfall eingetreten, so ist



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 41B0 = B [ ffg und eB = B [ fcg.Da f � c mod hBi ist, gilt hB0i = h eBi.Im : :_-Unterfall sei B[ := B n ff 0g, und es giltB0 = B[ [ ff; �fg und eB = B[ [ ff 0; cg = B [ fcg.B0 � h eBi folgt mit f � c mod hBi und �f � c mod hBi. Um eB � hB0izu zeigen, benutzt man zun�achst die direkt aus der De�nition von f folgendeBeziehung f 0 = f � �f � Xb2F 0b6=f 0 b; (52)so da� also f 0 2 hB0i folgt, und dann die Beziehung c = f + a mit a 2 N �hB0 [ ff 0gi = hB0i, aus der sich c 2 hB0i ergibt. qed.Mit diesen Vorarbeiten k�onnen wir nun einen Algorithmus zur Konstruktioneiner Normalbasis von L formulieren.Algorithmus 1.6.6 Gegeben sei eine exakte Sequenz 0! N ! L! K ! 0.Auf die folgende Art und Weise konstruiert man aus einer Normalbasis von Nund einer in L lebenden Normalbasis von K eine Normalbasis von L.(1) Konstruiere eine exakte Sequenz 0 ! N0 ! L ! K0 ! 0 mit Normal-basen von N0 und K0, gem�a� Lemma 1.6.3, so da� also m0(K0) = 0ist.(2) Konstruiere mit Algorithmus 1.6.4 sukzessive die Modulpaare (K0; N0),(K1; N1), . . . , (Ks; Ns) mit Normalbasen von Ki und Ni, wobei jeweilsnach Lemma 1.6.5 die Sequenz 0 ! Ni ! L ! Ki ! 0 f�ur i = 1; : : : ; sexakt ist, und zwar solange, bis Ks = f0g ist. Die Normalbasis von Nsist dann gleichzeitig eine Normalbasis von L = Ns.Bemerkung 1.6.7 Es sei x 2 f+;�g und m0x := m0 + mx. Dann gilt inAlgorithmus 1.6.6:a) mx(N) + mx(K) = mx(N0) + mx(K0) � mx(N1) + mx(K1) � � � � �mx(Ns) +mx(Ks) = mx(L),b) m0x(N) +m0x(K) = m0x(N0) +m0x(K0) = m0x(N1) +m0x(K1) = � � � =m0x(Ns) +m0x(Ks) = m0x(L).Tritt bei der Anwendung von Algorithmus 1.6.4 nur der : :̂ -Fall auf, so liegteine besonders einfache Situation vor, die wir im folgenden durch �aquivalenteAussagen charakterisieren k�onnen.



42 1.6 Exakte Sequenzen und BasenSatz 1.6.8 Ist die Sequenz0! N �! L  ! K ! 0 (53)exakt, dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent.(i) In Algorithmus 1.6.6 tritt bei jeder Anwendung von Algorithmus 1.6.4der : :̂ -Fall auf.(ii,a) F�ur alle x 2 f+;�; 0g gilt mx(L) = mx(N) +mx(K).(ii,b) F�ur mindestens ein x 2 f+;�; 0g gilt mx(L) = mx(N) +mx(K).(iii,a) Die Sequenz 0 ! H0(�;N) ! H0(�; L) ! H0(�;K) ! 0 von F2-Vektorr�aumen ist exakt.(iii,b) Die Sequenz 0 ! H0(��;N) ! H0(��; L) ! H0(��;K) ! 0 vonF2-Vektorr�aumen ist exakt.(iv) Die beiden Sequenzen 0! N+ ! L+ ! K+ ! 0 und 0! N� ! L� !K� ! 0 sind exakt.(v) Die Sequenz (53) zerf�allt als Sequenz von Z[�]-Moduln.BeweisWir zeigen zun�achst, da� die a-Teile jeweils �aquivalent zu dem entsprechendemb-Teil sind.(ii,a) , (ii,b): Es sei x 2 f+;�g. Wie in Bemerkung 1.6.7 festgehalten, giltm0x(N) +m0x(K) = m0x(L). Daraus erhalten wir sofort�(mx(L)�mx(N)�mx(K)) = m0(L)�m0(N)�m0(K): (54)Ist also nach Voraussetzung eine Seite Null, so verschwindet die andereebenfalls.(iii,a), (iii,b): Da f1; �g zyklisch ist, existiert das DiagrammH0(�;N) ! H0(�; L) ! H0(�;K)" #H1(�;K)  H1(�; L)  H1(�;N) (55)und ist exakt (vergleiche [10], Seite 83). Daher ist insbesondere die In-jektivit�at von H0(�;N) ! H0(�; L) �aquivalent zur Surjektivit�at vonH1(�; L) ! H1(�;K), und die Surjektivit�at von H0(�; L) ! H0(�;K)ist �aquivalent zur Injektivit�at von H1(�;N)! H1(�; L).Da H0(��;M) = H1(�;M) f�ur jeden Modul M ist, folgt die �Aquivalenzvon (iii,a) und (iii,b).



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 43Wir zeigen nun im folgenden die �Aquivalenzen (i) , (ii,a/b) , (iii,a/b) ,(iv), und anschlie�end die Implikationen (i) ) (v) ) (ii,a/b).(i), (ii,a/b): Tritt einmal der : :_-Unterfall auf, so ist eine der Ungleichungenin Bemerkung 1.6.7, a echt, und es gilt m+(N) +m+(K) > m+(L).Tritt umgekehrt nur der : :̂ -Unterfall auf, so gilt in Bemerkung 1.6.7�uberall Gleichheit.(ii,a/b), (iii,a/b): F�ur jeden ModulM istm+(M) nach Lemma 1.2.4 die Di-mension des F2-Vektorraums H0(�;M) und m�(M) die Dimension vonH0(��;M) = H1(�;M). Da die mittlere Exaktheit in (iii,a/b) immergilt, folgt die behauptete �Aquivalenz durch eine einfache Dimensionsbe-trachtung.(iii,a/b) , (iv): Wir zeigen beide Richtungen getrennt.\)" Die Sequenz 0 ! N+ ! L+ ! K+ ! 0 ist nach De�nition 1.2.9kanonisch isomorph zu 0! (1+�)N ! (1+�)L  ! (1+�)K ! 0.Dabei ist nur die mittlere Exaktheit, n�amlich ker(1+�)L  � (1+�)Nfraglich. Aus der Exaktheit von 0 ! N ! L ! K ! 0 folgtzumindest ker(1+�)L  � N . Ist y := (1 + �)x 2 ker(1+�)L  mitx 2 L, so de�niert y ein Element aus H0(�;N), das in H0(�; L)trivial wird. Damit ist gezeigt, da� die Injektivit�at von H0(�;N)!H0(�; L) die Exaktheit von 0! N+ ! L+ ! K+ ! 0 impliziert.Die gleiche �Uberlegung f�ur �� statt � zeigt die Exaktheit von 0!N� ! L� ! K� ! 0 mit Hilfe der Injektivit�at der AbbildungH0(��;N)! H0(��; L).\(" Wir zeigen die Injektivit�at der beiden Abbildungen H0(�;N) !H0(�; L) und H0(��;N) ! H0(��; L). Mit dem Diagramm aus(55) folgt dann die Exaktheit der Sequenzen in (iii,a) und (iii,b).Ist 0! N+ ! L+ ! K+ ! 0 exakt, so auch0! (1 + �)N ! (1 + �)L  ! (1 + �)K ! 0: (56)Ist y + (1 + �)N 2 H0(�;N) mit y 2 N in H0(�; L) trivial, so isty 2 (1 + �)L. Aus y 2 N folgt mittels (53) y 2 kerL  , insgesamterhalten wir y 2 ker(1+�)L  und die Exaktheit von (56) liefert y 2(1 + �)N . Somit ist y + (1 + �)N bereits in H0(�;N) trivial, unddie Injektivit�at von H0(�;N)! H0(�; L) folgt.Die gleiche �Uberlegung f�ur �� statt � liefert die Injektivit�at vonH0(��;N)! H0(��; L).(i) ) (v): Nach [6], Theorem 1.18, ii zerf�allt (53) als Sequenz von Z[�]-Moduln genau dann, wenn ein Z[�]-Homomorphismus � : L ! N exi-stiert, mit �� = idN . Tritt in Algorithmus 1.6.6 bei jeder Anwendung



44 1.6 Exakte Sequenzen und Basenvon Algorithmus 1.6.4 nur der : :̂ -Unterfall auf, so besitzt L eine Nor-malbasis der Form B [ C, wobei B eine Normalbasis von N ist. DerZ[�]-Homomorphismus � wird de�niert durch die Festlegung, da� � dieElemente aus B identisch und diejenigen aus C trivial abbildet.(v)) (ii,a/b): Aus [6], Theorem 1.18, iii erhalten wir L = N �K als direkteSummenzerlegung von Z[�]-Moduln. Unmittelbar aus der De�nition derInvarianten m+, m� und m0 aus De�nition 1.2.2 und Lemma 1.2.1 folgtdamit die Additivit�at der Invarianten in (ii,a/b). qed.De�nition 1.6.9 Eine exakte Sequenz 0 ! N ! L ! K ! 0 hei�t gutar-tig, falls sie eine (und damit alle) der �aquivalenten Bedingungen (i)-(v) ausSatz 1.6.8 erf�ullt.Zusammenfassend l�a�t sich sagen, da� sich ungl�ucklicherweise zu einer gegebe-nen exakten Sequenz 0 ! N ! L ! K ! 0 eine Normalbasis von L nichteinfach in Analogie zu Lemma 1.6.1 aus der Vereinigung einer Basis von Nund einer auf L lebenden Basis von K ergibt. Es l�a�t sich jedoch ein einfacherAlgorithmus, n�amlich Algorithmus 1.6.6, angeben, der eine Normalbasis vonL konstruiert.Normalbasen von L implizieren nach Lemma 1.2.10, a unter anderem Basenvon L+ und L�. Ist die Sequenz als gutartig erkannt, so l�a�t sich eine Basisvon beispielsweise L+ einfacher erhalten: Mit Hilfe der Normalbasen B von Nund C von K bestimme man Basen B+ von N+ und C+ von K+. Die Sequenz0 ! N+ ! L+ ! K+ ! 0 ist nach Satz 1.6.8 exakt. Also induziert B+ [ C+nach Lemma 1.6.1 eine Basis von L+.Mit diesem vereinfachten Verfahren (Normalbasen von N und K liefern Basenvon N+ und K+. Diese liefern eine Basis von L+) erh�alt man zwar keineNormalbasis mehr von L aber immerhin Basen von L+ und L�. Wir zeigenim folgenden, wie dieses Konstruktionsverfahren f�ur eine aufsteigenden Folgevon Moduln aussieht.Satz 1.6.10 Es sei 0 = L(0) � L(1) � � � � � L(i) � � � � � L mit L = S1i=0 L(i)eine aufsteigende Folge von Moduln, und es seien zu i 2 N Moduln N (i)gegeben, derart da� f�ur alle i 2 N die Sequenz0! L(i�1) ! L(i) ! N (i) ! 0 (57)exakt und gutartig ist.i) Induziert B(i)+ � L(i) eine Basis von N (i)+ f�ur alle i 2 N, so induziertS1i=1B(i)+ eine Basis von L+.ii) Induziert B(i)� � L(i) eine Basis von N (i)� f�ur alle i 2 N, so induziertS1i=1B(i)� eine Basis von L�.



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 45BeweisWir zeigen Teil i, Teil ii folgt analog.Dazu beweisen wir zun�achst durch Induktion, da� C(n)+ := Sni=1B(i)+ � L(n)eine Basis von L(n)+ induziert. Wir betrachten das kommutative Diagramm0 ! L(n�1) ! L(n) ! N (n) ! 0# # #0 ! L(n�1)+ ! L(n)+ ! N (n)+ ! 0; (58)in dem nach Voraussetzung die obere und untere Sequenz beide exakt sind.Induziert nun B(n)+ � L(n) eine Basis von N (n)+ , so induziert auchgB(n)+ := fb + kerL(n)(� + 1); b 2 B(n)+ g � L(n)+ (59)eine Basis von N (n)+ .Nach Induktionsannahme induziert C(n�1)+ � L(n�1) eine Basis von L(n�1)+ .Betten wir L(n�1)+ in L(n)+ ein, dann istgC(n�1)+ := fc+ kerL(n)(� + 1); c 2 C(n�1)+ g � L(n)+ (60)eine Basis von L(n�1)+ .Dies sind aber genau die Voraussetzungen f�ur Lemma 1.6.1, und mit diesemist gB(n)+ [ gC(n�1)+ = fb + kerL(n)(� + 1); b 2 B(n)+ [ C(n�1)+ g (61)eine Basis von L(n)+ . Diese Basis wird aber gerade von C(n)+ induziert.Den Schritt von L(n)+ auf L+ f�uhrt man wie im Beweis von Lemma 1.6.2 durch,indem man sich auf endliche St�ucke zur�uckzieht. qed.1.6.3 Kombinierte ModulnIn diesem Abschnitt diskutieren wir die Kombination eines Systems von Mo-duln zu einem gr�o�eren Modul. Durch Anwendung der Ergebnisse des vorher-gehenden Abschnitts konstruieren wir eine Basis dieses gr�o�eren Moduls ausBasen der Ausgangsmoduln.F�ur den Rest des Abschnitts sei � eine endliche oder abz�ahlbare, partiell geord-nete Menge, deren Ordnung sich vervollst�andigen l�a�t. Zus�atzlich verlangenwir von �, da� es zu jeder endlichen Teilmenge �0 � � eine obere Schranke,das hei�t, ein Element d 2 � mit t � d f�ur alle t 2 �0, gibt. Beispiele f�ursolche Indexmengen � sind alle Teiler einer Zahl n oder auch die Menge Nselbst, jeweils geordnet durch die Teilbarkeitsbeziehung.Es ist also � a priori nicht vollst�andig geordnet. Schreiben wir daher im folgen-den t < d f�ur t; d 2 �, so ist die partielle Ordnung gemeint. Vervollst�andigen



46 1.6 Exakte Sequenzen und Basenwir die Ordnung auf �, so k�onnen wir, da � endlich oder abz�ahlbar ist, durchUmbenennung � = f1; : : : ; ng beziehungsweise � = N annehmen. Auf einenformalen Beweis hierzu sei an dieser Stelle verzichtet, da in den hier inter-essierenden Anwendungen (� eine Teilmenge von N, durch Teilbarkeit geord-net) die Vervollst�andigung o�ensichtlich durch die nat�urliche Ordnung von Nm�oglich ist.De�nition 1.6.11 Zu jedem d 2 � sei ein Modul Md, eine Teilmenge Ed vonMd und eine Abbildung nd : Ed ! Lt<dMt gegeben. Ein solches System vonTripeln (Md; Ed; nd)d2� nennen wir ein MEn-System.Ist N =Lt2�Mt, so existiert f�ur d 2 � eine nat�urliche Einbettung Md ,! N .Um die Lesbarkeit der folgenden De�nitionen und S�atze zu erh�ohen, gebenwir im folgenden diese Einbettung nicht explizit an, sondern fassen a 2 Mdautomatisch auch als in N liegend auf.De�nition 1.6.12 Zu einem MEn-System � = (Md; Ed; nd)d2� und zu d 2 �seien N 0d :=Lt<dMt und Q0d := Pt<dhr + nt(r); r 2 Eti � N 0d de�niert.Das MEn-System � hei�t kombinierbar, wenn sich die nd, aufgefa�t als Abbil-dungen nach N 0d=Q0d, fortsetzen lassen zu Z[�]-Homomorphismen�nd : hEdi ! N 0d=Q0d: (62)In diesem Fall nennen wir den Modul L = N=Q mit N := Lt2�Mt undQ := Pt2�hr + nt(r); r 2 Eti das Kombinat des MEn-Systems �.De�nition 1.6.13 Es sei das MEn-System � = (Md; Ed; nd)d2� kombinierbarund das Kombinat L von � frei.a) Ist � eine endliche Menge, so hei�t � gutartig, wennm+(L) = Xd2�m+(Md=hEdi) (63)erf�ullt ist.b) Ist � eine unendliche Menge, so hei�t � gutartig, wenn f�ur alle d 2 �das MEn-System (Mt; Et; nt)t�d gutartig ist.Die Festlegung auf m+ in obiger De�nition (statt m� oder m0) ist willk�urlich.Ohne Beweis sei angemerkt, da� Bedingung (63) �aquivalent ist zu den ent-sprechenden Aussagen f�ur m0 oder m�. Diese �Aquivalenz ist letztendlich aufdie �Aquivalenz (ii,a), (ii,b) in Satz 1.6.8 zur�uckzuf�uhren. Wir wollen daraufan dieser Stelle jedoch nicht weiter eingehen und uns der Konstruktion vonBasen zuwenden.



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 47Satz 1.6.14 Es sei � = (Md; Ed; nd)d2� ein kombinierbares MEn-System undL das Kombinat von �. Ist Md=hEdi frei f�ur jedes d 2 �, dann ist L ebenfallsfrei, und es gilt:a) Induziert B(d) � Md f�ur d 2 � eine Basis von Md=hEdi, dann induziertB := Sd2�B(d) � Ld2�Md eine Basis von L.Mit anderen Worten: zerlegen wir jedes Md gem�a� Md = Cd � hEdi, soist L �= Ld2�Cd.b) Ist � dar�uber hinaus gutartig, so gilt:i) Induziert B(d)+ � Md f�ur d 2 � eine Basis von (Md=hEdi)+, danninduziert B+ := Sd2�B(d)+ � Ld2�Md eine Basis von L+.ii) Induziert B(d)� � Md f�ur d 2 � eine Basis von (Md=hEdi)�, danninduziert B� := Sd2�B(d)� � Ld2�Md eine Basis von L�.BeweisTeil a:Wir setzen die Ordnung von � zu einer vollst�andigen Ordnung fort, k�onnenalso � = N oder � = f1; : : : ; ng der Gr�o�e nach geordnet annehmen. F�uri 2 � de�nieren wir Ni :=M1 � � � � �Mi undQi := iXj=1hr + nj(r); r 2 Eji � Ni: (64)Dazu sei angemerkt, da� mit den Bezeichnungen aus De�nition 1.6.12 dannQ0i � Qi�1 und N 0i � Ni�1 gilt, mit Gleichheit, wenn die Ordnung in De�ni-tion 1.6.12 bereits vollst�andig war.Wir zeigen zun�achst Qi \Ni�1 = Qi�1 und schreiben dazu q 2 Qi alsq = Xe2Ei �e(e+ ni(e)) + q0; (65)mit �e 2 Z, nur endlich viele �e 6= 0 und q0 2 Qi�1.Da ni modulo Q0i und damit auch modulo Qi�1 Homomorphismus ist, istq � r + ni(r) mod Qi�1 (66)mit r = Pe2Ei �ee 2 Mi. Reduzieren wir (66) modulo Ni�1, so folgt, wenn qauch in Ni�1 liegt, 0 � r mod Ni�1, und daher r 2 Ni�1\Mi = f0g, also r = 0.Setzen wir dies in (66) ein, so folgt q 2 Qi�1. Damit ist Qi \ Ni�1 = Qi�1gezeigt, weil die umgekehrte Inklusion o�ensichtlich gilt.Induktiv folgt Qk \Ni�1 = Qi�1 f�ur k � i ausQk \Ni�1 = (� � � ((Qk \Nk�1) \Nk�2) \ � � �Ni) \Ni�1: (67)



48 1.6 Exakte Sequenzen und BasenMit Q = Si2�Qi folgt dann, da� Q \ Ni = Qi f�ur alle i 2 � gilt, dennjedes q 2 Q mu� in irgendeinem der Qk liegen. Wir k�onnen daher Ni=Qi alsTeilmodul von N=Q au�assen und erhalten eine aufsteigende Folge von Moduln0 = N0=Q0 � N1=Q1 � N2=Q2 � � � � � N=Q: (68)Die o�ensichtlich exakte Sequenz0! Ni�1 ! Ni �!Mi ! 0 (69)f�uhrt durch Faktorisieren mit Qi zu der exakten Sequenz0! Ni�1=(Qi \Ni�1)! Ni=Qi !Mi=�(Qi)! 0: (70)Nach dem oben Gezeigten ist Qi \Ni�1 = Qi�1.Weiter ist � die Projektion auf Mi. Das bedeutet, da� die Elemente r + ni(r)mit r 2 Ei auf r abgebildet werden, somit ist �(Qi) = hEii. Wir erhalten dieexakte Sequenz 0! Ni�1=Qi�1 ! Ni=Qi !Mi=hEii ! 0: (71)Die in Mi de�nierte Basis B(i) von Mi=hEii k�onnen wir verm�oge der Abbil-dung b 7! b + Qi f�ur b 2 B(i) als in Ni=Qi liegend au�assen. Mit der Folge(68) und der exakten Sequenz (71) sind wir dann genau in der Situation vonLemma 1.6.2. Mit diesem folgt, da� L frei ist und die Behauptung in Teil a.Teil b:Sind die exakten Sequenzen in (71) f�ur alle i 2 � gutartig, so l�a�t sich direktSatz 1.6.10 anwenden, um die Behauptung zu erhalten.Wir zeigen also, da� die Gutartigkeit von � die Gutartigkeit der exakten Se-quenzen aus (71) impliziert. Zun�achst de�nieren wir die folgenden Zahlen. Zui 2 � sei xi := m+(Ni=Qi) und yi := m+(Mi=hEii). Zus�atzlich sei x0 = 0.F�ur exakte Sequenzen, also insbesondere f�ur die Sequenz in (71) mit i 2 �,gilt nach Bemerkung 1.6.7, a die Ungleichung xi � xi�1 + yi, nach Satz 1.6.8mit Gleichheit genau dann, wenn die Sequenz gutartig ist. Per Induktion zeigtman, da� xk � Pki=1 yi mit Gleichheit genau dann gilt, wenn xi = xi�1+ yi f�uralle i � k ist.Wir unterscheiden nun die F�alle, ob � endlich oder unendlich ist.I. Fall, � = f1; : : : ; ng:In diesem Fall ist das Kombinat L von � gleich Nn=Qn. Die Gutartigkeitsbe-dingung an � ergibt die Gleichung xn = Pni=1 yi. F�ur alle i � n folgt dannnach dem oben Bewiesenen xi = xi�1 + yi. Dies ist aber gleichbedeutend zurGutartigkeit aller Sequenzen in (71).II. Fall, � = N:Zu i 2 N sei d(i) 2 N eine obere Schranke bez�uglich der urspr�unglichenOrdnung von f1; : : : ; ig. Es soll also gelten, da� j < d(i) gilt f�ur alle j 2



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 49f1; : : : ; ig. (Zur Erinnerung: Die Existenz einer solchen oberen Schranke wareine Forderung an �.)Wir betrachten das MEn-System �i = (Mt; Et; nt)t�d(i). F�ur dieses endlicheSystem ist die Sequenz in (71) ebenfalls de�niert. Dieses endliche System �iist gutartig, und aus dem I. Fall folgt die Gutartigkeit von (71). qed.Ist also L das Kombinat eines MEn-Systems � = (Md; Ed; nd)d2�, so zeigtSatz 1.6.14, wie man Basen von L, L+ und L� erh�alt. Noch o�en ist die Fragenach Normalbasen von L. Ist � endlich, so l�a�t sich eine Normalbasis durchsukzessive Anwendung von Algorithmus 1.6.6 erhalten. Wir beschreiben diesim folgenden genauer.Algorithmus 1.6.15 Es sei � = (Md; Ed; nd)d2� ein kombinierbares MEn-System mit j�j <1 und L das Kombinat von �.Der folgende Algorithmus konstruiert eine Normalbasis von L aus inMd leben-den Normalbasen von Md=hEdi.1. (Ordnung vervollst�andigen) Wie im Beweis zu Satz 1.6.14 setzen wirdie Ordnung von � zu einer vollst�andigen Ordnung fort. Ohne Ein-schr�ankung sei dann � = f1; : : : ; ng. F�ur i = 0; : : : ; n seien Ni :=M1 � � � � �Mi und Qi := Pij=1hr+ nj(r); r 2 Eji. Wir erhalten (wie imBeweis von Satz 1.6.14 gezeigt) die exakten Sequenzen0! Ni�1=Qi�1 ! Ni=Qi !Mi=hEii ! 0 (72)f�ur i = 1; : : : ; n.2. (sukzessive Normalbasen konstruieren) F�ur i = 1; : : : ; n konstruiere mannun mittels Algorithmus 1.6.6 eine Normalbasis von Ni=Qi aus Normal-basen von Ni�1=Qi�1 und Mi=hEii.Nach De�nition des Kombinates ist L = Nn=Qn, daher ist eine Normal-basis von Nn=Qn die gew�unschte Normalbasis von L.Algorithmus 1.6.15 funktioniert unabh�angig davon, ob dasMEn-System gutar-tig ist oder nicht. Es sei dazu noch angemerkt, da� sich eine eventuelle Gutar-tigkeit des MEn-Systems im Sinne von De�nition 1.6.13 dadurch bemerkbarmacht, da� bei der Anwendung von Algorithmus 1.6.4 (der von Algorith-mus 1.6.6 benutzt wird) jedesmal der : :̂ -Unterfall eintritt.Im Beweis von Satz 1.6.14 wurde gezeigt, da� aus der Gutartigkeit des MEn-Systems � die Gutartigkeit der Sequenzen in (72) folgt. Insbesondere gilt diesf�ur i = n, wenn � = f1; : : : ; ng ist. Wir halten dies in einer Bemerkung fest.Bemerkung 1.6.16 Es sei � = (Md; Ed; nd)d�n ein kombinierbares, gutartigesMEn-System mit Kombinat L.Dar�uber hinaus sei N 0 := Ld<nMd und Q0 := Pd<nhr + nd(r); r 2 Edi.



50 1.6 Exakte Sequenzen und BasenUnter diesen Voraussetzungen ist die Sequenz0! N 0=Q0 ! L!Mn=hEni ! 0 (73)exakt und gutartig.Satz 1.6.14 zeigt, wie man auf einfache Weise, n�amlich durch Vereinigung,Basen eines Kombinates L eines kombinierbaren MEn-Systems � konstruierenkann. Dar�uber hinaus kann man Basen von L+ und L� konstruieren, wenn �gutartig ist. Ist � nicht gutartig, so bietet sich noch f�ur j�j <1 der Auswegeine Normalbasis von L mittels Algorithmus 1.6.15 zu konstruieren und vondieser Basen f�ur L+ und L� nach Lemma 1.2.10 abzuleiten.M�oglicherweise ist aber � nur \teilweise", das hei�t, bis zu einem gewissenIndex D nicht gutartig. In diesem Fall gibt es noch die M�oglichkeit, da� manBasen von L+ und L� zumindest ab D durch Vereinigen konstruieren kann.Die n�achste De�nition und der darau�olgende Satz zeigen, wie das gemeintist.Im folgenden vereinbaren wir, da� 0 62 � ist und die Ordnung von � auf� [ f0g erweitert wird durch 0 < d f�ur alle d 2 �.De�nition 1.6.17 Es sei � = (Md; Ed; nd)d2� ein kombinierbaresMEn-Systemund D 2 �. Dann de�nieren wir durch� M0 :=Lt�DMt,� E0 := St�Dfr + nt(r); r 2 Etg,� n0 � 0und �D := f0g [ ft 2 �; t 6� Dg das von � abgeleitete MEn-System �D =(Md; Ed; nd)d2�D .Bemerkung 1.6.18 Es sei angemerkt, da� mit den obigen BezeichnungenM0=hE0i das Kombinat des MEn-System (Mt; Et; nt)t�D ist, wie man direkt ausDe�nition 1.6.12 ablesen kann.Satz 1.6.19 Ist � ein kombinierbares MEn-System und D 2 �, dann ist dasabgeleitete MEn-System �D kombinierbar, und die Kombinate von � und �Dsind gleich.BeweisDie Behauptung ist o�ensichtlich, wenn man die De�nition des Kombinatesexplizit hinschreibt: Ist N 0d := Lt<dMt und Q0d := Pt<dhr + nt(r); r 2 Eti f�urd 2 �, so ist die Eigenschaft, da� � kombinierbar ist, dadurch de�niert, da�die Abbildungen nd : Ed ! N 0d sich fortsetzen lassen zu Homomorphismen vonhEdi nach N 0d=Q0d.



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 51De�nieren wir diese Moduln entsprechend f�ur �D, so erhalten wir f�ur d 2 �Dmit d 6= 0, da� N 0Dd =M0 �Mt<dt 6�D Mt = Mt�DMt �Mt<dt 6�D Mt = N 0d (74)ist, und wenn wir St := hr + nt(r); r 2 Eti setzen, giltQ0Dd = S0 + Xt<dt 6�D St = Xt�DSt + Xt<dt 6�D St = Q0d: (75)Somit ist f�ur alle d 2 �D mit d 6= 0 der Modul N 0d=Q0d gleich dem ModulN 0Dd =Q0Dd , und die nd sind zu Homomorphismen nach N 0Dd =Q0Dd fortsetzbar.Es bleibt zu zeigen, da� die Kombinate gleich sind. De�nieren wir aber N :=Lt2�Mt, Q := Pt2�hr+nt(r); r 2 Eti, und entsprechend ND und QD, so zeigtman genauso wie in (74) und (75), da� N = ND und Q = QD ist. Insbesondereist also das Kombinat N=Q gleich dem Kombinat ND=QD. qed.Satz 1.6.19 erlaubt es im Fall, da� ein MEn-System � nicht gutartig ist, eineBasis doch noch zu konstruieren, wenn man einD 2 � �ndet, so da� zumindestdas abgeleitete MEn-System �D gutartig ist.Dies wollen wir im folgenden durch ein Beispiel verdeutlichen. Im zweitenKapitel werden zu jedem n 2 N sogenannte Kreissysteme de�niert und unter-sucht. Als Beispiel an dieser Stelle betrachten wir das 12-te Kreissystem. DieDe�nition des 12-ten Kreissystems wird im folgenden explizit angegeben. ZumNachweis der Kombinierbarkeit und auch zum Verst�andnis der Sinnhaftigkeitder einzelnen De�nitionen, insbesondere der der Ed und nd, sei aber auf daszweite Kapitel verwiesen.BeispielEs sei � = f1; 2; 3; 4; 6; 12g die Menge aller Teiler von 12, partiell geordnetdurch Teilbarkeit. Wir de�nieren ein MEn-System, indem wir zu jedem d 2 �angeben, wie Md, Ed und nd de�niert sind.� Es sei Gd := f1 � a < d; gcd(a; d) = 1g und Md := hGdi (mitM1 = 0). Auf Gd, und damit auf Md, operiere � durch Negationmodulo d. Wir schreiben, um die Elemente aus Gd von Zahlen aus Zzu unterscheiden, a 2 Gd als [d; a]. Es ist also beispielsweise M12 =h[12; 1]; [12; 5]; [12; 7]; [12; 11]i.� Es seien E1 := E2 := E3 := ;. Weiter seienE4 := f[4; 1] + [4; 3]g,E6 := f[6; 1]; [6; 5]; [6; 1] + [6; 5]g,E12 := f[12; 1] + [12; 7]; [12; 5] + [12; 11]; [12; 1] + [12; 5];[12; 7] + [12; 11]g.



52 1.6 Exakte Sequenzen und Basen� Die Abbildungen nd : Ed ! Ltjd;t6=dMt sind folgenderma�en de�niert.Zun�achst sei n4([4; 1] + [4; 3]) = �[2; 1], und n6 und n12 seien de�niertdurch n6 : [6; 1] 7! [3; 2]� [3; 1][6; 5] 7! [3; 1]� [3; 2][6; 1] + [6; 5] 7! [2; 1]� [2; 1] (76)und n12 : [12; 1] + [12; 7] 7! �[6; 1][12; 5] + [12; 11] 7! �[6; 5][12; 1] + [12; 5] 7! [4; 3]� [4; 1][12; 7] + [12; 11] 7! [4; 1]� [4; 3]: (77)
Das dadurch de�nierte MEn-System sieht dann schematisch wie folgt aus.M12 E12@@@R @@@R@@@R

���	 ���	
n12 n12
n4 n6 n6M4 M6

M3M2
E4 E6

; ;Den NullmodulM1 haben wir dabei weggelassen. Die Pfeile sind so zu verste-hen, da� beispielsweise n12 teilweise nach M4 und teilweise nach M6 abbildet.In (76) wurde dazu absichtlich suggestiv [2; 1]� [2; 1] statt 0 geschrieben. Imallgemeinen bilden die nd beim Kreissystem in die Moduln Md=p ab, wobei peine Primzahl ist, die d teilt (vergleiche De�nition 2.2.1 im n�achsten Kapitel).Die Kombinierbarkeit dieses MEn-Systems (Md; Ed; nd)dj12, das wir im folgen-den mit �(12) bezeichnen, wird im zweiten Kapitel in Lemma 2.2.3 bewiesen.Jedoch ist �(12) nicht gutartig, da das Teilsystem �(4) := (Md; Ed; nd)dj4 schonnicht gutartig ist. Dies folgt aus der Nichtgutartigkeit der Sequenz0!M2 ! (M2 �M4)=Q4 !M4=hE4i ! 0 (78)mit Q4 = h[4; 1]+ [4; 3]� [2; 1]i. Man versuche beispielsweise eine Normalbasisvon (M2�M4)=Q4 aus der Normalbasis [;; [2; 1]; ;] vonM2 und der Normalbasis[;; ;; [4; 1]] vonM4=hE4imit Hilfe von Algorithmus 1.6.6 zu konstruieren. Dabeitritt bei der Anwendung von Algorithmus 1.6.4, II. Fall der : :_-Unterfall auf.



1.6 Exakte Sequenzen und Basen 53Abhilfe scha�t das abgeleitete MEn-System �(12)(4). De�nieren wir M0 :=M2�M4 und E0 := f[4; 1]+ [4; 3]� [2; 1]g, so sieht das abgeleiteteMEn-System�(12)(4) so aus: M12 E12@@@R @@@R���	?
n12 n12

n6 n6M6
M3

E6
;M0 ;Dieses System ist nun in der Tat gutartig (was im zweiten Kapitel ausf�uhrlichnachgewiesen wird). Bezeichnet L(12) das Kombinat von �(12), so erhaltenwir Basen von L(12)� durch Vereinigung von in Md lebenden Basen der Mo-duln (Yd)� :=Md=hEdi�. Von den Yd konstruieren wir jeweils eine Normalbasis(die Yd sind alle als Zeilenfaktormoduln au�assbar, wobei Ed jeweils die Zeilen-summen enth�alt), und fassen diese tabellarisch zusammen:d: 0 3 6 12Normalbasis von Yd: [[4; 1]; ;; ;] [[3; 1]; ;; ;] [;; ;; ;] [;; [12; 1]; ;]Basis von (Yd)+: f[4; 1]g f[3; 1]g ; f[12; 1]gBasis von (Yd)�: f[4; 1]g f[3; 1]g ; ;Daraus lesen wir ab, da� f[4; 1]; [3; 1]; [12; 1]g eine Basis von L(12)+ ist undf[4; 1]; [3; 1]g eine Basis von L(12)� ist.



54 2.1 Der Kreismodul2 Kreismoduln und KreissystemeIn diesem Kapitel behandeln wir Kreissysteme, die de�niert sind als MEn-Systeme und im wesentlichen aus Kreismoduln gebildet werden. Diese Kreis-moduln werden im ersten Abschnitt eingef�uhrt und ausf�uhrlich untersucht.Insbesondere berechnen wir von diesen Normalbasen und Quasinormalbasen.Im anschlie�enden zweiten Abschnitt de�nieren wir das Kreissystem �(n),ein spezielles MEn-System (Md; Ed; nd)d2�, wobei die Moduln Md=hEdi bis aufeinige wenige Ausnahmen aus Kreismoduln bestehen. Um die Gutartigkeitdes Systems zu untersuchen, ben�otigen wir den Wert von m+(L(n)), wobeiL(n) das Kombinat von �(n) ist. Dazu berechnen wir die �-Kohomologie desKombinates von L(n).Das Kreissystem wird motiviert durch den Zusammenhang mit Kreiseinheiten.In Abschnitt 2.3 wird zun�achst der o�ensichtliche Zusammenhang zu der Grup-pe der Kreiszahlen, einer Gruppe, die die Gruppe der Kreiseinheiten als Un-tergruppe enth�alt, herausgearbeitet.Abschlie�end wird im vierten Abschnitt das P-Kreissystem ��(n) eingef�uhrtund untersucht. Dieses bietet einen anderen Zugang zu den Kreiszahlen an als�(n). Die Unterschiede zwischen �(n) und ��(n) werden ausf�uhrlich diskutiert.In diesem Kapitel bezeichnen wir durchg�angig mit Gd die MengeGd := f1 � a < d; gcd(a; d) = 1g: (79)Da im folgenden oft mit hGdi, also dem Z-Erzeugnis von Gd, gearbeitet wird,gibt es zwei M�oglichkeiten, den Ausdruck a+ b mit a; b 2 Gd zu interpretieren.Einmal als \normale" Addition zweier ganzer Zahlen, und einmal als Additioninnerhalb des Moduls hGdi. Daher schreiben wir dort, wo es zu Mi�verst�and-nissen kommen kann, a 2 Gd auch als [a] oder sogar als [d; a] wie im Beispielam Ende des ersten Kapitels, und meinen damit das Element im Modul hGdi.Wir halten also fest:� Ausdr�ucke wie Pa2Gd[a] oder [a] + [b] mit a; b 2 Gd bedeuten die Modul-addition in hGdi.� Ausdr�ucke wie Pa2Gd a und a + b mit a; b 2 Gd bedeuten die Additionin Z.2.1 Der KreismodulIn diesem Abschnitt de�nieren wir zu n 2 N den Kreismodul Z(n), der alsTensorprodukt gewisser Zeilenfaktormoduln erkl�art ist. Nach der De�nitionim ersten Abschnitt geben wir im zweiten Abschnitt Normalbasen und Quasi-normalbasen von Z(n) an.Im dritten Abschnitt zeigen wir einen anderen Zugang zu Z(n) auf, indem wirZ(n) als Modul der Form hGni=hEni interpretieren, wobei En den Zeilensum-men entspricht.



2.1 Der Kreismodul 552.1.1 De�nition des KreismodulsDe�nition 2.1.1 Zu n 2 N de�nieren wir den Kreismodul Z(n) wie folgt:a) Ist n = p Primzahl, dann sei Z(p) := hGpi=hPa2Gp [a]i.Auf Gp (und damit auf Z(p)) operiere � durch �a := p� a.b) Ist n = q = p� die Potenz einer Primzahl mit � > 1, so setzen wir�q := Gq=p und Ap := f0; : : : ; p� 1g. Wir de�nierenZ(q) := h�qi 
 hApi=hXa2Ap[a]i: (80)Auf Ap operiere � durch �a := p� 1� a, auf �q operiere � durch �� :=q=p� �, und auf Z(q) operiere � diagonal.c) Ist n = q1 � � � qr das Produkt von paarweise teilerfremden Primzahlpoten-zen, so de�nieren wir Z(n) := Z(q1)
 � � � 
 Z(qr). Auf Z(n) operiere �diagonal.Die Kreismoduln sind also gewisse Zeilenfaktormoduln, wie sie in Abschnitt 1.4behandelt wurden. Insbesondere ist Z(p) in Fall a der nichttriviale elementareZeilenfaktormodul zu Gp, und Z(q) in Fall b ist der Zeilenfaktormodul zu�q � Ap, wobei nur Ap echter Faktor ist. Da das Tensorprodukt von Zeilen-faktormoduln wieder ein Zeilenfaktormodul ist, sind auch die Z(n) in Teil cZeilenfaktormoduln.Lemma 2.1.2 Der Rang von Z(n) ist gleichYpjn('(p�p)� '(p�p�1)); (81)wobei p alle Primteiler von n durchl�auft und �p der Exponent von p in n ist.BeweisBei der Tensorproduktbildung multiplizieren sich die R�ange, somit ist nur zuzeigen, da� der Rang von Z(p�p) gleich '(p�p)� '(p�p�1) ist.F�ur �p = 1 hat Z(p) den Rang jGpj � 1 = '(p)� 1. Ist �p > 1 und q = p�p,so hat �q den Rang '(p�p�1) und Ap den Rang p� 1, womit die Behauptungfolgt. qed.2.1.2 Normalbasen des KreismodulsGrunds�atzlich ist die Konstruktion einer Normalbasis des Kreismoduls gekl�art,denn Elementarzerlegungen von Gq, �q und Ap sind einfach zu erhalten (wir



56 2.1 Der Kreismodulwerden sie sp�ater angeben). Eine Basis erh�alt man daher mit den im erstenKapitel hergeleiteten Mechanismen. In diesem Sinne ist dieser Abschnitt nureine Zusammenfassung von Anwendungen dieser Mechanismen. Dabei tretenin Abh�angigkeit von n jedoch wesentlich verschiedene F�alle auf, die im folgen-den einzeln abgehandelt werden.n � 2 mod 4Dieser Fall ist besonders einfach. Da Z(2) = 0 ist, und Z(2) als Faktor desTensorproduktes von Z(n) auftritt ist Z(n) = 0, die Basis ist somit leer.n quadratfrei und ungeradeWir geben den Konstruktionsproze� in mehreren Schritten an.� F�ur eine Primzahl p ist eine Normalzerlegung [E0p ; E+p ] von Gp gegebendurch E+p := ; und beispielsweise E0p := f1; : : : ; bp=2cg.� Lemma 1.4.6 zeigt, wie man f�ur Zeilenfaktormoduln aus einer Normal-zerlegung eine Normalbasis erh�alt. Beispielsweise ist [F 0p ; F+p ; F�p ] mitF 0p := f2; : : : ; bp=2cg, F+p := ;, F�p := fbp=2cXa=1 [a]geine Normalbasis von Z(p).Unsch�on an dieser Normalbasis ist die Summe in F�p . Einen Auswegbietet die Quasinormalbasis [G0p; G+p ; G�p ] mitG0p := F 0p , G+p := ;, G�p := f1g.� Z(n) ist als Tensorprodukt von Kreismoduln Z(p) de�niert, wobei pdie Primzahlen durchl�auft, die n teilen. Daher k�onnen wir aus Korol-lar 1.3.9, b eine Normalbasis und eine Quasinormalbasis von Z(n) explizitablesen. Ist n = p1 � � � pr, so sieht die Quasinormalbasis [G0; G+; G�] wiefolgt aus:G0 := Sri=1f(1; : : : ; 1; ai; : : : ; ar) 2 Gp1 � � � � �Gpr ; 1 < ai < pi=2;und 1 � aj < pj � 1 f�ur j = i+ 1; : : : ; rgG+ := f(1; : : : ; 1)g, falls r gerade und G+ := ;, falls r ungerade,G� := f(1; : : : ; 1)g nG+.Eine Normalbasis [F 0; F+; F�] ist �ahnlich wie die Quasinormalbasis auf-gebaut, jedoch mu� das Quasinormalbasiselement \1" aus Gpi durch dieSumme \Pbpi=2ca=1 [a]" f�ur das entsprechende pi ersetzt werden, was F 0 rechtun�ubersichtlich macht. F+ und F� sind gegeben durchF+ := ffg, falls r gerade und F+ := ;, falls r ungerade,F� := ffg n F+,



2.1 Der Kreismodul 57jeweils mit f = bp1=2cXa1=1 bp2=2cXa2=1 � � � bpr=2cXar=1 (a1; a2; : : : ; ar): (82)n = 4u mit u quadratfrei und ungeradeDieser Fall l�a�t sich wie folgt auf den vorhergehenden Fall zur�uckf�uhren.� Es ist Z(4) der Zeilenfaktormodul zu �4 �A2 = f1g � f0; 1g, wobei nurA2 echter Faktor ist. Eine Normalbasis ist gegeben durch [;; ;; f(1; 0)g].� Nun k�onnen wir Z(n) schreiben als Z(4)
Z(u), und entsprechend Nor-malbasen mit Hilfe des vorigen Abschnitts konstruieren. Beispielsweisesind wie in (82) im Fall n ungerade und quadratfrei F+ und F� inAbh�angigkeit von r gegeben durchf = bp2=2cXa2=1 � � � bpr=2cXar=1 (1; 0; a2; : : : ; ar); (83)wobei n = 4p2 � � � pr ist.Sonstige nIn der Zerlegung n = p�11 � � � p�rr = q1 � � � qr ist mindestens f�ur ein i sowohl�i > 1 als auch qi > 4. Es sei p := pi und q := qi.Eine Normalzerlegung der Menge �q ist gegeben durch [Hq; ;] mit beispiels-weise Hq := f� 2 �q; 1 � � < 12q=pg. Wir schreiben Z(n) = h�qi 
X, wobeiX der Zeilenfaktormodul ist, der die gleichen Faktoren von Z(n) enth�alt mitder Ausnahme, da� �q fehlt. Explizit ist X = (Ap=hPa2Ap [a]i)
 Z(n=q).In Korollar 1.3.9, a zu Satz 1.3.8 wird gezeigt, wie man eine Basis von h�qi
Xkonstruiert. Demnach ist [Hq � B; ;; ;] eine Normalbasis von Z(n), wenn Beine beliebige Basis von X ist, beispielsweise die Basis aus Lemma 1.4.5.Ordnen wir also die Primfaktoren von n so, da� p1 = p ist und ein t existiertmit �i = 1 genau dann, wenn i > t ist, das hei�t, ist n = p�p�22 � � � p�tt pt+1 � � � pr,so ist eine Normalbasis [F 0; ;; ;] von Z(n) explizit gegeben durchF 0 = Hq1 � A[p1 � tYi=2(�qi � A[pi)� rYi=t+1G[pi; (84)wobei A[pi aus Api und G[pi aus Gpi jeweils durch Entfernen eines (beliebigen)Elements hervorgeht. Beispielsweise kann man A[pi := f1; : : : ; pi � 1g undG[pi := f2; : : : ; pi � 1g w�ahlen.Zusammenfassend l�a�t sich sagen, da� bei der Konstruktion von Normalbasenvon Kreismoduln drei wesentlich unterschiedliche F�alle auftreten, n�amlich� der triviale Fall, da� n � 2 mod 4 und daher Z(n) = 0 ist,



58 2.1 Der Kreismodul� der Fall, da� n = u oder n = 4u ist, wobei u ungerade und quadratfreiist. In diesem Fall enth�alt die Normalzerlegung von Z(n) einen eindi-mensionalen, je nach Anzahl der Primfaktoren, + oder � Anteil,� alle anderen F�alle. In diesen F�allen ist Z(n) = Z(n)0, das hei�t, in derNormalzerlegung kommen weder + noch � Anteile vor.2.1.3 Der Kreismodul als Erzeugnis von GnZur Konstruktion einer Basis war es n�utzlich, Z(n) als Tensorprodukt vonanderen Kreismoduln de�niert zu haben. Bei der diesem Abschnitt folgen-den Konstruktion des Kreissystems ist es praktischer, Z(n) als hGni=Rn inter-pretieren zu k�onnen, wobei Rn eine geeignete Menge von Relationen ist.Es gilt der folgende Satz:Satz 2.1.3 Es sei Z(n) der n-te Kreismodul. Dann ist Z(n) �= hGni=Rn,wobei � auf Gn durch Negation modulo n, also durch �a := n� a f�ur a 2 Gnoperiert. Dabei wird Rn erzeugt durchEn := fs(n; p; a); pjn mit p prim; a 2 Gng (85)mit s(n; p; a) := Xx2Gnx�a mod (n=p) [x]: (86)BeweisDie Primfaktoren pi von n seien so bezeichnet, da�n = p�11 � � � p�tt pt+1 � � � pr (87)mit �i > 1 f�ur i = 1; : : : ; t ist. Weiter sei qi = p�ii f�ur i = 1; : : : ; t und qi = pisonst. Die Mengen �qi und Api seien wie in De�nition 2.1.1 de�niert. NachSatz 1.4.3 ist dann Z(n) isomorph zum Zeilenfaktormodul Y zuS := �q1 � Ap1 � � � � � �qt � Apt �Gpt+1 � � � � �Gpr ; (88)wobei genau die Faktoren Api f�ur 1 � i � t und Gpi f�ur t < i � r echt sind.Wir zeigen Y �= hGni=Rn.Wir benutzen dazu die mit � vertr�agliche Bijektion � :=  �� : Gn ! S gem�a�Gn  ! Gq1 � � � � �Gqr �! S; (89)wobei  und � wie folgt de�niert sind:� Es ordne  jedem a 2 Gn das Tupel (a1; : : : ; ar) zu, so da� ai � a mod qif�ur i = 1; : : : ; r gilt. Nach dem Chinesischen Restsatz ist  wohlde�niertund bijektiv.



2.2 Das Kreissystem 59� Die Abbildung � ist folgenderma�en komponentenweise de�niert. Schrei-ben wir �(a1; : : : ; ar) = (�1(a1); : : : ; �r(ar)), so sei �i f�ur i = t+ 1; : : : ; rdie Identit�at. F�ur i = 1; : : : ; t und c 2 Gqi sei �i(c) = (�; b) 2 �qi � Apiso de�niert, da� c = bp�i�1i + � gilt. Konkret ist also � � c mod p�i�1iund b := (c� �)=p�i�1i .Mit � erh�alt man einen Isomorphismus zwischen hGni und hSi. Direkt rech-net man nach, da� dabei die s(n; p; a) aus (86) auf die Zeilensummen von Yabgebildet werden. F�ur a 2 Gn gilt n�amlichs(n; pi; a) 7! ( sApi (�(a)) f�ur 1 � i � t,sGpi (�(a)) f�ur t < i � r. (90)Jeder Zeilensumme von Y entspricht also ein s(n; pi; a) und umgekehrt. Somitist hGni=Rn �= Y gezeigt. qed.Motiviert durch (90) bezeichnen wir im folgenden die s(n; pi; a) aus (86) eben-falls als Zeilensummen.Bemerkung 2.1.4 Genaugenommen reicht es in (85) aus, wenn a aus Gn=pist: Die Zuordnung, die jedem Paar (p; a) mit pjn Primzahl und a 2 Gn=p dieZeilensumme s(n; p; a) zuordnet, ist bijektiv, denn f�ur a; b 2 Z gilt s(n; p; a) =s(n; p; b) genau dann, wenn a � b mod n=p ist.2.2 Das Kreissystem2.2.1 De�nitionDas Kreissystem ist ein gewisses MEn-System (Md; Ed; nd)d2�. Dabei sind dieModulnMd=hEdi im wesentlichen die im vorhergehenden Abschnitt ausf�uhrlichbehandelten Kreismoduln Z(d).Zun�achst f�uhren wir einige Bezeichnungen ein.� Auf Gd lassen wir die multiplikative Gruppe Vd := fr=s 2 Q; (r; d) =(s; d) = 1g durch Multiplikation modulo d operieren. Damit ist eineOperation des Gruppenrings ZVd auf Md = hGdi de�niert. Ist a 2 Gdund p teilerfremd zu d, so ist damit beispielsweise (p�1�1)[a] = [a0]� [a],wobei f�ur a0 2 Gd gilt, da� pa0 � a mod d ist.� Gilt tjd f�ur t; d 2 N, so bezeichne zu a 2 Gd die Schreibweise b := a mod tdasjenige eindeutig bestimmte b 2 Gt, mit b � a mod t.� Die Schreibweise tjjd bedeute, da� t ein Teiler von d und ungleich d ist.� Im folgenden treten im wesentlichen zwei Typen von Indexmengen � auf.Einerseits ist � die endliche Menge aller Teiler d einer nat�urlichen Zahl



60 2.2 Das Kreissystemn. Andererseits ist � die Menge N der nat�urlichen Zahlen. In einigenF�allen bietet es sich an, den endlichen und unendlichen Fall gemeinsamzu behandeln. Wir vereinbaren daf�ur die folgende Sprechweise. Wirf�ugen ein neues Symbol 1 zu N hinzu, und es sei N1 := N [ f1g.Die Menge aller Teiler von 1 sei gleich N (und nicht etwa N1). EinAusdruck wie Sdj1Bd ist damit gleichbedeutend mit Sd2NBd.Es folgt nun die De�nition des kombinierten Kreismoduls L(n). Dieser entstehtals Kombinat eines gewissenMEn-Systems �(n). Wir de�nieren zun�achst diesesSystem, und zeigen anschlie�end, da� es auch in der Tat kombinierbar ist.De�nition 2.2.1 Zu d 2 N sei Md := hGdi, und ist d keine Primzahl, dannsei Ed � Md die Menge aller Zeilensummen s(d; p; a) mit a 2 Gd und pjdPrimzahl gem�a� (86).Ist d Primzahl, dann sei Ed leer.Weiter seien auf den Zeilensummen Abbildungen nd : Ed ! LtjjdMt gegeben,indem wir s(d; p; a) 2 Ed das Element gp;d[a mod d=p] 2Md=p zuordnen, wobeigp;d 2 ZVd=p de�niert ist durchgp;d := ( �1 falls p2jd;p�1 � 1 falls p2 j6 d: (91)Zu n 2 N1 hei�t das MEn-System �(n) := (Md; Ed; nd)djn das n-te Kreis-system. Die Menge aller Teiler von n sei dabei durch Teilbarkeit geordnet.Bemerkung 2.2.2 Explizit ist alsond(s(d; p; a)) = gp;d[a mod d=p] = ( �[a mod d=p] falls p2jd,[a0 mod d=p]� [a mod d=p] falls p2 j6 d,(92)mit a0 2 Gd=p so, da� pa0 � a mod d=p gilt.Lemma 2.2.3 Es sei n 2 N1. Dann ist das n-te Kreissystem �(n) kom-binierbar.BeweisZu djn seien N 0d := LtjjdMt und Q0d := Ptjjdhr + nt(r); r 2 Eti. Es ist zu zei-gen, da� sich die Abbildungen nd fortsetzen lassen zu Z[�]-Homomorphismen�nd : hEdi ! N 0d=Q0d.Alle Relationen innerhalb der Zeilensummen entstehen nach Satz 1.4.7 durchDoppelsummen. Wir bezeichnen die Doppelsummen als s(d; p; q; a) mit zweiPrimzahlen q 6= p, die d teilen. Explizit sind diese de�niert alss(d; p; q; a) = Xx2Gdx�a mod d=p s(d; q; x): (93)



2.2 Das Kreissystem 61Der Doppelsummenrelation (26) entspricht dann die Relation s(d; q; p; a) =s(d; p; q; a), und es istXx2Gdx�a mod d=q nd(s(d; p; x)) � Xx2Gdx�a mod d=p nd(s(d; q; x)) mod Q0d (94)zu zeigen, um �nd eindeutig auf s(d; p; q; a) = s(d; q; p; a) de�nieren zu k�onnen.Ist d = pq, so benutzen wir, da� p�1 die Menge Gq wieder auf sich selbstabbildet. Die linke Seite von (94) ist gleichXx2Gdx�a mod d=q (p�1 � 1)[x mod q] = Xb2Gq(p�1 � 1)[b] = Xb2Gq[b]� Xb2Gq[b] = 0: (95)Vertauschen wir p und q, so zeigt dies, da� auch die rechte Seite von (94) gleich0 ist.Es sei d 6= pq. Wie in (91) de�nieren wir gp;d := �1 f�ur p2jd und gp;d := p�1�1sonst. Dann ist die linke Seite von (94) gleichXx2Gdx�a mod d=qgp;d[x mod d=p] = gp;ds(d=p; q; a)� �gp;d=qnd=p(s(d=p; q; a)) modQ0d= �gp;d=qgq;d=p[a mod d=(qp)]: (96)Die rechte Seite von (94) ist analog gleich �gq;d=pgp;d=q[a mod d=(qp)]. Da gp;d=qund gq;d=p kommutieren, folgt die Kongruenz in (94), und nd l�a�t sich moduloQ0d daher auf die Doppelsummen, und damit auf hEdi fortsetzen.Es kommutiert � mit der Operation von gp;d, und direkt aus der De�nitionder Zeilensummen in (86) folgt �(s(d; p; a)) = s(d; p; �a). Damit gilt �nd(�r) =��nd(r) f�ur r 2 hEi, das hei�t, �nd ist in der Tat auch Z[�]-Homomorphismus.qed.De�nition 2.2.4 Es sei n 2 N1. Das Kombinat L(n) des n-ten Kreissystems�(n) hei�t n-ter kombinierter Kreismodul.Lemma 2.2.5 Das Kombinat L(n) des n-ten Kreissystems ist frei.BeweisNach Satz 1.6.14 ist zu zeigen, da� Md=hEdi aus De�nition 2.2.1 f�ur alle djnfrei ist.Ist d Primzahl, so ist Ed = ; und daher Md=hEdi �= Md = hGdi o�ensichtlichfrei. Sonst ist Md=hEdi nach Satz 2.1.3 isomorph zum Kreismodul Z(d), derals Zeilenfaktormodul nach De�nition 2.2.1 und Lemma 1.4.5 frei ist. qed.



62 2.2 Das Kreissystem2.2.2 KohomologieUm die Gutartigkeit des Kreissystems �(n) zu untersuchen, brauchen wirunter anderen den Wert m+(L(n)). Nach Lemma 1.2.4 ist m+(L(n)) die F2-Dimension der 0-ten Kohomologiegruppe von L(n). Wir berechnen daher indiesem Abschnitt die �-Kohomologie von L(n). Dies geschieht dadurch, da�wir L(n) als isomorph zu einem von C. G. Schmidt in [12] eingef�uhrten Modulnachweisen, dessen Kohomologie bekannt ist.Satz 2.2.6 Zu n 2 N sei r die Anzahl der Primteiler von n. Wir de�nierenr0 = r, falls n 6� 2 mod 4 und r0 = r � 1 sonst.Es sei n > 2 und L(n) der n-te kombinierte Kreismodul. Dann gilt:i) H0(�;L(n)) �= 8<: F2r0�1�12 falls n 6� 2 mod 4;F2r0�12 falls n � 2 mod 4:ii) H1(�;L(n)) �= F2r0�1�r02 .BeweisDie Behauptung, die hier f�ur L(n) aufgestellt wird, �ndet sich in [12], Satz 2,f�ur einen gewissen Modul A = V=U , wobei in diesem Fall r0 die Anzahl der imn-ten Kreisteilungsk�orper verzweigenden Primzahlen ist, was (beispielsweisenach [9], Kapitel I, Korollar (10.4) ) der hier explizit gegebenen De�nition vonr0 entspricht. Wir zeigen Satz 2.2.6, indem wir einen Isomorphismus zwischenA und L(n) angeben.Der Schmidtsche Faktormodul A ist in [12] de�niert als freier Z-Modul V �uberder Menge (Z=nZ) n f0g, die in [12] mit fe(1); : : : ; e(n� 1)g bezeichnet wird,modulo einem Teilmodul U , der nach (1.7) in [12] von den Elementen der Forma(d; x) := e(dx)� d�1X�=0 e(x + � nd ) (97)f�ur djn und x = 1; : : : ; n=d� 1 erzeugt wird.Es sei also �(n) := (Md; Ed; nd)djn das n-te Kreissystem. Dann ist nach De�ni-tion 1.6.12 L(n) = N=Q mit N :=LdjnMd und Q := Pdjnhr + nd(r); r 2 Edi.Wir schreiben die Erzeuger von N als [d; a] mit djn und a 2 Gd. Die Zeilen-summen schreiben wir eindeutig nach Bemerkung 2.1.4 als s(d; p; a) mit pjdund a 2 Gd=p.Wir beweisen den Isomorphismus zwischen A = V=U und L(n) = N=Q in zweiSchritten, indem wir zun�achst N �= V und anschlie�end Q �= U zeigen.N �= V : Der Isomorphismus ist gegeben durch die Abbildung [d; a] 7! e(and ).Die Umkehrabbildung ist gegeben durch e(x) 7! [nt ; xt ] mit t = gcd(n; x).



2.2 Das Kreissystem 63Q �= U : Wir zeigen zur Vorbereitung zun�achst ein Lemma, das mit elemen-tarer Kongruenzrechnung bewiesen wird.Lemma 2.2.7 Zu d 2 N, pjd prim und b 2 Gd=p seienX := f0 � x < d; x � b mod dpg;Y := fx 2 Gd; x � b mod dpg: (98)Dann gilt:a) X = fb+ � dp ; � = 0; : : : ; p� 1gb) X = ( Y falls p2jdY [ fpb0g falls p2 j6 dmit b0 2 Gd=p so, da� pb0 � b mod d=p gilt.Beweis von Lemma 2.2.7Teil a folgt direkt, indem man \�" und \�" nachrechnet. In Teil b istY � X trivial. Wir unterscheiden nun die beiden F�alle p2jd und p2 j6 d.p2jd: Da b 2 Gd=p ist, ist x mit x � b mod d=p teilerfremd zu d=p unddamit auch teilerfremd zu d, also X = Y .p2 j6 d: O�ensichtlich ist pb0 2 X und daher Y [ fpb0g � X. Um \�"zu zeigen, w�ahlen wir x 2 X. Ist x 6� 0 mod p, so ist x teilerfremdsowohl zu p als auch zu d=p und daher teilerfremd zu d, und xliegt also in Y . Im anderen Fall erf�ullt x das System simultanerKongruenzen x � 0 mod px � b mod d=p; (99)das ebenfalls von pb0 2 X gel�ost wird. Nach dem ChinesischenRestsatz ist die L�osung von (99) modulo d eindeutig, es gilt alsox = pb0.Wir zeigen nun Q �= U . Es wird Q von Elementen der Form s(d; p; b) +nd(s(d; p; b)) erzeugt, wobei s(d; p; b) eine Zeilensumme gem�a� (86) ist,und U ist das Erzeugnis der a(d; x) aus (97). Mit X,Y und b0 aus (98)ist�a(p; ndb) = �e(npd b) + p�1X�=0 e(nd  b + � dp!) = �e(npd b) + Xx2X e(ndx);(100)



64 2.2 Das Kreissystemund s(d; p; b)+nd(s(d; p; b)) wird nach (86) (De�nition von s(d; p; b)) und(91) (De�nition von nd) auf8>>><>>>: Xx2Y e(ndx)� e(npd b) falls p2jdXx2Y e(ndx) + e(npd b0)� e(npd b) falls p2 j6 d (101)abgebildet. Mit Lemma 2.2.7 folgt durch Vergleich von (100) und (101),da� s(d; p; b) + nd(s(d; p; b)) auf �a(p; nd b) abgebildet wird.Umgekehrt hat �a(p; x) mit pjn und 1 � x < n=p als Urbilds(nt ; p; xt ) + nd(s(nt ; p; xt )) (102)mit t = gcd(np ; x).Wir haben also einen Isomorphismus zwischen Q und dem von den Ele-menten a(p; x) mit pjn Primzahl und 1 � x < np erzeugten Teilmodulvon U . Da� dieser aber bereits ganz U ist, folgt aus der rekursivenAnwendung der Formela(dt; x) = a(d; tx) + d�1Xj=0 a(t; x+ j ndt); (103)die f�ur alle Teiler d > 1, t > 1 von n und 1 � x < ndt g�ultig ist, unddirekt mit der De�nition in (97) bewiesen wird. Mit anderen Worten,alle Elemente a(d; x) aus (97) k�onnen durch Elemente a(p; �), wobei pjnPrimzahl ist, dargestellt werden qed.2.2.3 GutartigkeitMit den beiden im vorangegangenen Abschnitt berechneten Kohomologiegrup-pen H0(�;L(n)) und H1(�;L(n)) kennen wir nach Lemma 1.2.4 die Wertem+(L(n)) und m�(L(n)). Im folgenden diskutieren wir die Gutartigkeit von�(n).Zun�achst noch einige Vorbemerkungen:� Zu d 2 N sei g(d) := Qpjd('(p�p) � '(p�p�1)), wobei �p jeweils dermaximale Exponent ist, mit dem d von der Primzahl p geteilt wird, und' die Eulersche '-Funktion bezeichnet. Wir zeigen sp�ater, da� '(n) =Pdjn g(d) gilt.� �(n) ist als ein MEn-System (Md; Ed; nd)d2� de�niert. Wir schreibenYd :=Md=hEdi. Basen des Kombinates L(n) von �(n) werden also gem�a�



2.2 Das Kreissystem 65Satz 1.6.14 aus in Md lebenden Basen der Yd konstruiert. Explizit sehennach De�nition 2.2.1 und Satz 2.1.3 die Yd wie folgt aus. Es istYd = 8><>: 0 falls d = 1,hGdi falls d Primzahl,Z(d) sonst. (104)� Um einige Aussagen �ubersichtlicher zu halten, sparen wir manchmal imfolgenden den Fall n = 2 aus. In diesem l�a�t sich aber alles sofortausrechnen. Es ist L(2) �= Y2 �= hG2i, somit ist insbesonderem+(L(2)) =m+(Y2) = 1 und �(2) daher direkt nach De�nition 1.6.13 gutartig,Um die Gutartigkeit von �(n) nachzuweisen, ist m+(L(n)) = Pdjnm+(Yd) zu�uberpr�ufen.Zun�achst fassen wir daf�ur in einer Tabelle die Werte der Invarianten mx vonYd zusammen.Lemma 2.2.8 Zu d 2 N sei r(d) die Anzahl der Primzahlen, die d teilen. DieInvarianten m+, m�, m0 und der Rang von Yd ergeben sich aus der folgendenTabelle. m+ m� Rang m0I) d = 1 0 0 g(d)� 1 0II) d = 2 1 0 g(d) + 1 0III) d = p ungerade und Prim-zahl 0 0 g(d) + 1 12(g(d) + 1)IV) d = u oder d = 4u mit un-geraden quadratfreien u und2jr(d) 1 0 g(d) 12(g(d)� 1)V) d nicht prim, d = u oderd = 4u mit ungeraden qua-dratfreien u und 2 j6 r(d) 0 1 g(d) 12(g(d)� 1)VI) sonstige d 0 0 g(d) 12g(d)BeweisDie Werte f�ur m0 ergeben sich aus m0 = 12(Rang�m+ �m�).Der Fall I ist trivial. Es ist Y1 = 0. In den F�allen II und III ist Yp = hGpi undg(p) = '(p)� 1, woraus die Behauptung ebenfalls folgt.In den restlichen F�allen ist Yd = Z(d). Die Behauptung f�ur den Rang folgt ausLemma 2.1.2. Die Werte der Invariantenm+ undm� folgen aus der Diskussiondes Kreismoduls in Abschnitt 2.1.2. qed.Mit der Tabelle aus Lemma 2.2.8 k�onnen wir den Rang von L(n) bestimmen.Lemma 2.2.9 Es sei n 2 N und r die Anzahl der Primteiler von n. Dann istrgL(n) = '(n) + r � 1: (105)



66 2.2 Das KreissystemBeweisDie Behauptung folgt, wenn wir die Formel'(n) =Xdjn g(d) (106)zeigen, denn nach Satz 1.6.14, a ergibt die Vereinigung von Basen von Yd eineBasis von L(n), also ist der Rang von L(n) gleich der Summe der R�ange derYd, wobei d alle Teiler von n durchl�auft. Insgesamt ergibt sich mit (106) undLemma 2.2.8 ein Rang von \ungef�ahr" '(n), n�amlich als Summe der einzel-nen g(d) mit kleinen Abweichungen, bedingt durch die von g(d) verschiedenenR�ange von Yd, falls d gleich 1 oder Primzahl ist. Somit ist der Rang von L(n)gleich '(n) + r � 1, wobei r die Anzahl der Primteiler von n ist.Wir zeigen (106) durch Induktion nach r. F�ur r = 0 ist g(1) = 1 = '(1).Direkt aus der De�nition von g(d) folgen g(dt) = g(d)g(t) falls (d; t) = 1 istund �Xi=0 g(pi) = �Xi=1('(pi)� '(pi�1)) + '(1) = '(p�) (107)f�ur p Primzahl und � 2 N. Sei nun r > 0. Wir schreiben n = tp� mit(t; p�) = 1 und p Primzahl. Wir erhaltenXdjn g(d) = �Xi=0Xdjt g(dpi) = �Xi=0 g(pi)Xdjt g(d) = '(p�)'(t) = '(n): (108)qed.Durch Aufsummieren der Invariantenm+ der einzelnen Yd erhalten wir schlie�-lich Informationen �uber die Gutartigkeit von �(n).Lemma 2.2.10 Es seien n > 2 und r die Anzahl der Primteiler von n. Dannist m+(L(n)) = ( 2r�1 � 1 falls n 6� 2 mod 4;2r�2 falls n � 2 mod 4; (109)und m�(L(n)) = ( 2r�1 � r falls n 6� 2 mod 4;2r�2 � (r � 1) falls n � 2 mod 4: (110)BeweisNach Lemma 1.2.4 ist m+(L(n)) die F2-Dimension der KohomologiegruppeH0(�;L(n)) und m�(L(n)) die F2-Dimension von H1(�;L(n)). Mit r0 = r,falls n 6� 2 mod 4, und r0 = r � 1 sonst, erhalten wir aus Satz 2.2.6m+(L(n)) = ( 2r0�1 � 1 falls n 6� 2 mod 4;2r0�1 falls n � 2 mod 4; (111)und m�(L(n)) = 2r0�1 � r0.Ersetzt man r0 entsprechend durch r, so folgt die Behauptung. qed.



2.2 Das Kreissystem 67Mit den Invarianten und dem Rang von L(n) k�onnen wir auch die R�ange vonL(n)+ und L(n)� ausrechnen.Lemma 2.2.11 Es seien n > 2, und r die Anzahl der Primteiler von n. Dannist rg (L(n)+) = 12'(n) + r � 1 und rg (L(n)�) = 12'(n).BeweisWir leiten den Rang von L(n)+ her. F�ur L(n)� kann man analog vorgehen.Aus der Formel \Rang = 2m0+m++m�" folgtm0+m+ = 12(Rang+m+�m�).Nach Lemma 1.2.10, a ist m0(L(n)) +m+(L(n)) der Rang von L(n)+.Aus Lemma 2.2.10 lesen wir die Werte f�ur m+(L(n)) und m�(L(n)) ab und er-haltenm+(L(n))�m�(L(n)) = r�1. Der Rang von L(n) ist nach Lemma 2.2.9gleich '(n) + r � 1. Dies zusammengenommen gibt die Behauptung f�ur denRang von L(n)+. qed.Lemma 2.2.12 Es seien n > 2 und r die Anzahl der Primteiler von n. Dannist Xdjn m+(Yd) = 8><>: 2r�1 � 1 falls n � 1; 3 mod 4;2r�1 falls n � 0 mod 4;2r�2 falls n � 2 mod 4: (112)BeweisDie Werte von m+(Yd) entnimmt man aus Lemma 2.2.8. Dabei sieht man, da�man nur die Teiler der Form d = u oder d = 4umit u ungerade und quadratfreioder d = 2 betrachten mu�, denn nur f�ur diese ist m+(Yd) 6= 0.Im Fall n � 1; 3 mod 4 ist 2r�1 die Anzahl der quadratfreien Teiler von n,die eine gerade Anzahl von Primfaktoren besitzen. Insbesondere wird dabeiaber auch 1 als Teiler mit gerader Anzahl von Primfaktoren mitgez�ahlt. Dam+(Y1) = 0 ist, ist 1 von 2r�1 abzuziehen.Im Fall n � 0 mod 4 ist 2r�1 die Anzahl der Teiler der Form n = u oder n = 4umit n ungerade und quadratfrei, die eine geraden Anzahl von Primfaktorenbesitzen. Au�erdem mu� beachtet werden, da� m+(Y2) = 1 ist.Im Fall n � 2 mod 4 ist die Summe �uber alle Teiler von n=2 zu bilden, wasanalog zu den vorherigen F�allen 2r�2 � 1 ergibt, zuz�uglich 1, dem Wert vonm+(Y2). qed.Nunmehr k�onnen wir die Gutartigkeit von �(n) �uberpr�ufen.Satz 2.2.13 Zu n 2 N1 sei �(n) das Kreissystem. Dann gilt:a) Es ist �(n) gutartig genau dann, wenn n 6� 0 mod 4 ist.b) Ist n � 0 mod 4, so ist das abgeleitete Kreissystem �(n)(4) gutartig.



68 2.2 Das KreissystemBeweisWir f�uhren den Beweis direkt durch Nachweis von (63) in De�nition 1.6.13.Dabei folgt Teil a direkt aus dem Vergleich von (109) und (112).Da �(n) und �(n)(4) das gleiche Kombinat L(n) haben, veri�ziert man dieGutartigkeit von �(n)(4) mit der Gleichungm+(L(n)) = m+(L(4)) + Xdjnd6=1;2;4 m+(Yd): (113)Aus den Lemmata 2.2.8, 2.2.10 und 2.2.12 erh�alt man die entsprechendenWerte, und Teil b des Satzes folgt. qed.2.2.4 BasenDie vorangegangene Diskussion der Gutartigkeit des Kreissystems �(n) erlaubtes, auf einfache Weise Basen von L(n), L(n)+ und L(n)� anzugeben, n�amlichdurch Vereinigung von in Md lebenden Basen der Moduln Yd = Md=hEdibeziehungsweise der Moduln (Yd)+ und (Yd)�. Dabei ist im Fall, da� n �0 mod 4 ist, zu beachten, da� das abgeleitete MEn-System L(n)(4) betrachtetwird.Wir erhalten den folgenden Satz:Satz 2.2.14 Zu n 2 N1 sei L(n) der kombinierte Kreismodul, der als Kom-binat des n-ten Kreissystems �(n) := (Md; Ed; nd)djn entsteht, und zu djn seiYd :=Md=hEdi. Dann gilt:a) Eine Basis von L(n) wird induziert von der Vereinigung von inMd leben-den Basen der Yd �uber alle Teiler d von n.b) Es sei x eines der Symbole � oder +. Dann gilt:i) Ist n 6� 0 mod 4, so wird eine Basis von L(n)x induziert von derVereinigung von inMd lebenden Basen der (Yd)x, wobei d alle Teilervon n durchl�auft.ii) Ist hingegen n � 0 mod 4, so wird eine Basis von L(n)x induziertvon der Vereinigung von in Md lebenden Basen der (Yd)x, wobei dalle Teiler von n ungleich 2 oder 4 durchl�auft, vereinigt mit einerin M2 �M4 lebenden Basis von L(4)x.BeweisDer Satz ist vollst�andig eine Anwendung von Satz 1.6.14, der die entsprechen-den Aussagen f�ur MEn-Systeme liefert. In Teil b 
ie�en die Ergebnisse ausSatz 2.2.13 �uber die Gutartigkeit von L(n) ein. qed.



2.3 Der Kreismodul und die Kreiszahlen 69Der gerade bewiesene Satz 2.2.14 zeigt auf, was wir an Ausgangsmaterial zurexpliziten Konstruktion von Basen von L(n), L(n)+ und L(n)� ben�otigen:a) Basen der Yd, (Yd)+ und (Yd)� f�ur jeden Teiler d von n,b) im Falle n � 0 mod 4 zus�atzlich noch Basen von L(4)+ und L(4)�.zu a)Die Yd sind in (104) de�niert. Ist d keine Primzahl, so ist Yd der KreismodulZ(d). F�ur Z(d) werden in Abschnitt 2.1.2 ausf�uhrlich Quasinormalbasen undNormalbasen berechnet, die nach Lemma 1.2.10 Basen von Z(d)+ und Z(d)�induzieren. Dies soll an dieser Stelle nicht noch einmal wiederholt werden.Im Fall, da� d = p eine Primzahl ist, ist nach (104) Yp = hGpi. Auf Gp operiert� durch �a := p � a. Daher induziert f�ur p 6= 2 beispielsweise [Hp; ;; ;] mitHp = f1; : : : ; bp=2cg eine Normalbasis von Yp, und entsprechend induziert Hpeine Basis sowohl von (Yp)+ als auch (Yp)�.Was den Fall d = 2 angeht, so ist Y2 = hG2i, und auf G2 operiert � trivial.Daher induziert [;; G2; ;] eine Normalbasis von Y2. Somit induziert G2 eineBasis von (Y2)+, und es ist (Y2)� = 0.zu b)Wie schon an anderen Stellen schreiben wir a 2 Gd als [d; a]. Insbesondereist G2 = f[2; 1]g und G4 = f[4; 1]; [4; 3]g. Aus dem Beispiel am Ende vonKapitel 1 k�onnen wir ablesen, wie das MEn-System �(4) = (Md; Ed; nd)d=1;2;4explizit aussieht. Insbesondere ist n4([4; 1]+[4; 3]) = �[2; 1], und das KombinatL(4) ist explizit gegeben durchL(4) = h[4; 1]; [4; 3]; [2; 1]i=h[4; 1] + [4; 3]� [2; 1]i: (114)Entweder durch Probieren oder mit Hilfe von Algorithmus 1.6.6 erh�alt manbeispielsweise [f[4; 1]g; ;; ;] als Normalbasis von L(4), und somit induziertf[4; 1]g gleicherma�en eine Basis von L(4)+ wie auch von L(4)�.2.3 Der Kreismodul und die KreiszahlenAls eine erste echte Anwendung des Kreismoduls betrachten wir im folgendendie Gruppe der Kreiszahlen, das hei�t, die Gruppe, die von den Elementen 1��erzeugt wird, wobei � die Einheitswurzeln ungleich 1 durchl�auft. Die Kreisein-heiten, die wir sp�ater betrachten, sind eine Untergruppe der Kreiszahlen.Nach der De�nition der Kreiszahlen im ersten Abschnitt stellen wir zwei grund-s�atzlich verschiedene M�oglichkeiten vor, die Kreiszahlen mit dem Kreismodulin Verbindung zu bringen. Einerseits lassen sich alle Kreiszahlen au�assenals isomorph zu dem kombinierten Kreismodul. Das hei�t, man stellt einenkombinierten Kreismodul allen Kreiszahlen gegen�uber, oder man betrachtetandererseits einen Kreismodul, und stellt ihn als isomorph zu der Gruppe derKreiszahlen modulo einer geeigneten Untergruppe heraus.



70 2.3 Der Kreismodul und die KreiszahlenIm folgenden sei zu n 2 N jeweils �n eine primitive n-te Einheitswurzel. Dieseseien zus�atzlich so de�niert, da� �d = �n=dn f�ur alle d und n mit djn gilt.Beispielsweise kann �n := e 2�in gew�ahlt werden.2.3.1 De�nition der Kreiszahlen und EigenschaftenDe�nition 2.3.1 Es sei n 2 N1, und wir de�nieren die Gruppe D(n) derKreiszahlen als die von f1 � �ad; a 2 Gd; 1 < djng erzeugte multiplikativeUntergruppe von C� modulo Torsion, also modulo den Einheitswurzeln.Die Kreiszahlen sind eng verwandt mit der Gruppe der Kreiseinheiten, dieGegenstand des dritten Kapitels dieser Arbeit sind. Indem wir Ergebnisseaus dem dritten Kapitel benutzen, k�onnen wir den Rang der Gruppe derKreiszahlen berechnen.Lemma 2.3.2 Zu n 2 N sei r die Anzahl der Primteiler von n. Dann istrgD(n) = 12'(n) + r � 1: (115)BeweisEs sei C(n) die Gruppe der Kreiseinheiten, die de�niert ist als Gruppe derin Z[�n] invertierbaren Elemente von D(n). In Lemma 3.1.4, c, wird gezeigt,da� rgD(n) = r + rgC(n) ist. Die Gruppe der Kreiseinheiten C(n) hat nachLemma 3.1.2 Rang 12'(n)� 1. qed.2.3.2 Das Kreissystem und die KreiszahlenIn diesem Abschnitt konstruieren wir eine Basis der Gruppe der KreiszahlenD(n), indem wir diese Gruppe als isomorph zu L(n)+ herausarbeiten, wobeiL(n) der n-te kombinierte Kreismodul ist.Explizit ist L(n) gegeben als direkte Summe von freien Erzeugnissen der Men-gen Gd mit djn modulo gewisser Relationen. Somit wird der Isomorphismussinnvollerweise durch seine Wirkung auf die Gd angegeben.Satz 2.3.3 Zu n 2 N1 sei L(n) der n-te kombinierte Kreismodul und D(n)die Gruppe der Kreiszahlen. Dann istL(n)+ �= D(n); (116)wobei a 2 Gd f�ur djn auf 1� �ad abgebildet wird.



2.3 Der Kreismodul und die Kreiszahlen 71BeweisWir zeigen die Exaktheit der Sequenz0! T ! L(n)=(1� �)L(n) �! D(n) ! 1; (117)wobei T die Torsionsgruppe von L(n)=(1��)L(n) und � die im Satz de�nierteAbbildung ist, die a 2 Gd auf 1 � �ad abbildet. Ist dies gezeigt, so folgt auchder behauptete Isomorphismus, denn nach Lemma 1.2.10, c, i ist L(n)+ gleichL(n)=(1� �)L(n) modulo Torsion.L(n) ist de�niert als Kombinat des MEn-Systems �(n) = (Md; Ed; nd)djn mitMd = hGdi. Konkret k�onnen wir L(n) = N=Q schreiben, wobei N = LdjnMdund Q = Pdjnhr + nd(r); r 2 Edi ist.Es ist � aus (117) de�niert auf der disjunkten Vereinigung der Mengen Gd mitdjn, und daher auf das freie Erzeugnis N dieser Vereinigung homomorph fort-setzbar. Wir zeigen, da� � als Abbildung von L(n)=(1� �)L(n) wohlde�niertist. Da L(n)=(1��)L(n) �= N=((1��)N +Q) ist, ist zu zeigen, da� (1��)Nund Q unter � auf Einheitswurzeln abgebildet werden.� F�ur (1� �)N folgt dies sofort mit (1� �ad)=(1� ��ad ) = ��ad.� Es entspricht Q den Relationen, die durch Relativnormen entstehen.Bezeichnet n�amlich Nd;p f�ur pjd die Norm von Q(�d) nach Q(�d=p), so giltf�ur d 6= p, da�Nd;p(1� �ad) = Yc2Gdc�a mod d=p(1� �cd) = ( (1� �ad=p)=(1� �a0d=p) falls p2 j6 d,1� �ad=p falls p2jd,(118)mit pa0 � a mod d=p im Fall p2 j6 d ist. Das folgt aus der Polynomiden-tit�at Qp�1�=0(1 � x��p) = 1 � xp, und zwar mit x = �a0d=p im Fall p2 j6 d undx = �ad im Fall p2jd.Eine ausf�uhrliche Untersuchung der Normrelationen wie in (118) �ndetsich beispielsweise in [2], Abschnitt 1.2.5.Es wird Q erzeugt von den Modulelementen s(d; p; a)+nd(s(d; p; a)). DieZeilensummen s(d; p; a) werden nach Satz 2.1.3 unter � auf das Produktin der Mitte von (118) abgebildet, und �nd(s(d; p; a)) wird unter � aufdie rechte Seite von (118) abgebildet. Insgesamt wird also Q unter �trivial abgebildet.Es sei zun�achst n 6=1. Der Rang von L(n)+ wurde in Lemma 2.2.11 berech-net, der Rang von D(n) in Lemma 2.3.2. Wir erhalten rgL(n)+ = rgD(n). Esist � surjektiv und D(n) torsionsfrei. Somit ist ker � in der Tat die Torsions-gruppe von L(n)=(1� �)L(n) und daher (117) exakt.F�ur n =1 zieht man sich auf den endlichen Fall zur�uck. qed.



72 2.3 Der Kreismodul und die Kreiszahlen2.3.3 Der Kreismodul und relative KreiszahlenIn D(n) gibt es zweierlei Sorten von Ausdr�ucken der Form 1 � �an. Einerseitsgibt es diejenigen mit (a; n) = 1, die \echt" in D(n) liegen. Andererseits gibtes solche, die eigentlich von der Form 1� �a0d mit djjn sind, und daher schon inD(d) liegen.In diesem Abschnitt betrachten wir nur die \echten" Kreiszahlen 1��an, indemwir die D(d) mit djjn aus D(n) herausfaktorisieren. Anschlie�end zeigen wir,wie sich solche \St�ucke" von D(n) wieder zusammensetzen lassen zu D(n).De�nition 2.3.4 Zu n 2 N sei D(n) die Gruppe der Kreiszahlen, und K(n) :=QdjjnD(d). Dann nennen wir dD(n) := D(n)=K(n) die Gruppe der n-ten relativenKreiszahlen.Die Gruppe der Kreiszahlen ist isomorph zu dem kombinierten KreismodulL(n)+, der sich aus kleineren St�ucken zusammensetzt, die partiell durch Teil-barkeit geordnet sind. Die relativen Kreiszahlen sind zu dem \obersten" dieserSt�ucke isomorph. Genau gilt:Satz 2.3.5 Zu n 2 N sei dD(n) die Gruppe der n-ten relativen Kreiszahlen undZ(n) der n-te Kreismodul. Dann giltdD(n) �= Z(n)+, falls n keine Primzahl und n 6= 4 ist,dD(p) �= hGpi+, falls n = p Primzahl ist.Fa�t man Z(n) als Modul �uber Gn modulo Relationen auf, so ist der Isomor-phismus dadurch gegeben, da� a 2 Gn auf 1� �an abgebildet wird, wobei �n eineprimitive n-te Einheitswurzel ist.BeweisWir schreiben L(n) als Kombinat des MEn-System �(n) := (Md; Ed; nd)djn.Es ist Yn := Mn=hEni = Z(n), falls n keine Primzahl ist, und gleich hGpi,falls n = p Primzahl ist. Insbesondere ist Yn als Zeilenfaktormodul nachLemma 1.4.5 frei.Es ist (Yn)+ �= dD(n) zu zeigen.De�nieren wir N 0 := LdjjnMd und Q0 := Pdjjnhr + nd(r); r 2 Edi, so erhaltenwir das kommutative Diagramm0 ! (N 0=Q0)+ ! L(n)+ ! (Yn)+ ! 0# # #0 ! YdjjnD(d) ! D(n) ! dD(n) ! 0: (119)Die untere Sequenz ist nach De�nition von dD(n) exakt, die obere Sequenzist nach Bemerkung 1.6.16 ebenfalls exakt, wobei wir die Gutartigkeit der



2.3 Der Kreismodul und die Kreiszahlen 73entsprechenden Sequenz ohne \+" ausnutzen. Alle senkrechten Pfeile sind of-fensichtlich surjektiv. Nach Satz 2.3.3 ist der mittlere senkrechte Pfeil ein Iso-morphismus. Als Einschr�ankung dieses Isomorphismus ist der linke Pfeil eben-falls ein Isomorphismus. Mit diesen Isomorphismen erhalten wir rg (Yn)+ =rg dD(n).Es ist Yn torsionsfrei, und daher ist nach Lemma 1.2.10, a auch (Yn)+ tor-sionsfrei. Da (Yn)+ und dD(n) den gleichen Rang haben und die Abbildung(Yn)+ ! dD(n) surjektiv ist, folgt aus der Torsionsfreiheit von (Yn)+ der Iso-morphismus (Yn)+ �= dD(n). qed.Die im Beweis zu Satz 2.3.5 bewiesene Torsionsfreiheit von (Yn)+ impliziertdurch den Isomorphismus (Yn)+ �= dD(n), da� dD(n) ebenfalls torsionsfrei ist.Wir halten dies als Korollar fest.Korollar 2.3.6 Es sei n 6= 4. Dann ist dD(n) torsionsfrei.Bemerkung 2.3.7 Der Fall n = 4 kommt in Satz 2.3.5 nicht vor und wirdauch im folgenden nicht ben�otigt. Es sei angemerkt, da� man direkt nachrech-nen kann, da� dD(4) eine zweielementige Gruppe bildet (und daher nicht tor-sionsfrei ist).Insbesondere impliziert Satz 2.3.5 den folgenden Satz, der nur noch in derSprache der Kreiszahlen formuliert ist.Satz 2.3.8 Es sei n 2 N1. Zu d 2 N, d 6= 4, djn induziere cBd � D(n) eineBasis von dD(d). Dann gilta) Ist n 6� 0 mod 4, so ist Sdjn cBd eine Basis von D(n).b) Ist n � 0 mod 4, so ist f1� �4g [ [djnd6=2;4 cBd eine Basis von D(n).BeweisDieser Satz ist eine 1:1-�Ubertragung der entsprechenden Situation bei denKreismoduln. Ist n�amlich �(n) = (Md; Ed; nd)djn das Kreissystem mit Kombi-nat L(n), so haben wir nach Satz 2.3.3 den Isomorphismus L(n)+ �= D(n).Wir wenden Satz 2.2.14 an. In Md de�nierte Basen von (Yd)+ = (Md=hEdi)+,wobei Yd nach (104) entweder als freies Erzeugnis von Gp oder als KreismodulZ(d) de�niert ist, entsprechen nach Satz 2.3.5 den Basen cBd von dD(n), und esfolgt damit Teil a.In Teil b 
ie�t noch zus�atzlich ein, da� die Basis von L(4)+, wie sie im Anschlu�an Satz 2.2.14 konstruiert wurde der Kreiszahl 1� �4 2 D(n) entspricht.qed.



74 2.4 P-Kreissysteme2.4 P-KreissystemeP-Kreissysteme entstehen analog zu den Kreissystemen als ein MEn-System(Md; Ed; nd)d2�, das sich aus P-Kreismoduln zusammensetzt. Der wesentlicheUnterschied zu Kreissystemen besteht in der Indexmenge �. Sie besteht nichtmehr aus allen Teilern einer Zahl n, sondern nur aus den sogenannten P-Teilern, das sind genau diejenigen Teiler von n mit gcd(d; n=d) = 1. Davieles beim P-Kreissystem analog zum Kreissystem l�auft, sind die einzelnenAbschnitte so knapp wie m�oglich gehalten, und teilweise wird nur skizziert,wie die Argumentation im einzelnen aussieht.Der Grund, warum P-Kreissysteme im Rahmen dieser Arbeit �uberhaupt be-handelt werden, liegt darin, da� sie den bisher �ublichen Weg ([2], [5], [8]) zurBehandlung von Kreiseinheiten widerspiegeln. Das P-Kreissystem ist aller-dings in mancher Hinsicht schlechter als das Kreissystem. Beispielsweise seihier schon erw�ahnt, da� es nicht m�oglich ist, ein P-Kreissystem f�ur n =1 sinnvoll zu de�nieren. Beim Kreissystem konnte n = 1 praktisch ohnezus�atzlichen Aufwand mit den F�allen n 6=1 mitbehandelt werden. Im letztenAbschnitt dieses Kapitels werden dieser und andere Unterschiede ausf�uhrlichdiskutiert.Es sei noch daraufhingewiesen, da� im Fall, da� n quadratfrei ist, das P-Kreissystem mit dem Kreissystem �ubereinstimmt. Um die sonstigen Paral-lelen zwischen P-Kreissystem und Kreissystem zu dokumentieren, benutzenwir im wesentlichen beim P-Kreissystem die gleichen Bezeichnungen wie beimKreissystem, setzen jedoch einen Akzent auf den entsprechenden Buchstaben,wenn das bezeichnete Objekt sich beim P-Kreissystem vom Kreissystem un-terscheidet. Folglich bezeichnen wir das P-Kreissystem zu n in Analogie zumKreissystem �(n) mit ��(n).2.4.1 Der P-KreismodulDe�nition 2.4.1 Zu n 2 N de�nieren wir den P-Kreismodul �Z(n) wie folgt:a) Ist n = q die Potenz einer Primzahl, dann sei �Z(q) = hGqi=hPa2Gq [a]i.Auf Gq (und damit auf �Z(q)) operiere � durch �a := q � a.b) Ist n = q1 � � � qr das Produkt von paarweise teilerfremden Primzahlpoten-zen, so de�nieren wir �Z(n) := �Z(q1)
 � � � 
 �Z(qr). Auf �Z(n) operiere �diagonal.Wie man schon an der De�nition sieht, werden beim P-Kreismodul im Un-terschied zu Kreismoduln Primzahlpotenzen als \kleinste" Einheiten bei derZerlegung von n betrachtet, und nicht die Primzahlen.Lemma 2.4.2 Es sei n = q1 � � � qr 2 N in paarweise teilerfremde Primzahl-potenzen zerlegt. Der Rang von �Z(n) ist dann gleich Qri=1('(qi)� 1).



2.4 P-Kreissysteme 75BeweisBei der Tensorproduktbildung multiplizieren sich die R�ange. Da der Rang von�Z(q) gleich '(q)�1 ist, wenn q eine Primzahlpotenz ist, folgt die Behauptung.qed.Im folgenden geben wir noch an, wie eine Normalbasis beziehungsweise Quasi-normalbasis von �Z(n) aussieht. Dabei ist zun�achst anzumerken, da� �Z(n) = 0f�ur n � 2 mod 4 ist, was direkt aus �Z(2) = 0 folgt. Der Fall n 6� 2 mod 4 ver-l�auft im wesentlichen analog zum ungeraden quadratfreien Fall bei der Kon-struktion einer Basis von Z(n) in Abschnitt 2.1.2.Explizit erhalten wir auf dem folgenden Weg eine Normal- und Quasinormal-basis von �Z(n):� Ist q 6= 2 die Potenz einer Primzahl, so ist [ �E0q ; ;], wobei �E0q de�niert istdurch �E0q := fa 2 Gq; 1 � a < q=2g, eine Normalzerlegung von Gq.� Aus der Normalzerlegung erhalten wir eine Normalbasis [ �F 0q ; ;; �F�q ] von�Z(q) mit�F 0q := fa 2 Gq; 1 < a < q=2g und �F�q := f X1�a<q=2a2Gq [a]g.Eine Quasinormalbasis ist [ �F 0q ; ;; f1g].� Da �Z(n) als Tensorprodukt von P-Kreismoduln �Z(q) mit q Primzahl-potenz de�niert ist, lassen sich Normalbasen und Quasinormalbasen von�Z(n) wie bei Kreismoduln in Abschnitt 2.1.2 konstruieren. Beispielsweisesieht eine Quasinormalbasis [ �G0; �G+; �G�] zu �Z(n) mit n = q1 � � � qr fol-genderma�en aus:�G0 := Sri=1f(1; : : : ; 1; ai; : : : ; ar) 2 Gq1 � � � � �Gqr ; 1 < ai < qi=2;und 1 � aj < qj � 1 f�ur j = i+ 1; : : : ; rg;�G+ := f(1; : : : ; 1)g, falls r gerade und �G+ := ;, falls r ungerade,�G� := f(1; : : : ; 1)g n �G+.Normalbasen und Quasinormalbasen f�ur P-Kreismoduln werden also analogzu Normalbasen im Fall n = u beziehungsweise n = 4u bei Kreismodulnkonstruiert, wobei u ungerade und quadratfrei ist.Wie den Kreismodul k�onnen wir den P-Kreismodul interpretieren als hGni= �Rn,wobei �Rn eine geeignete Menge von Relationen ist. Es operiert � auf Gn durch�a := n� a f�ur a 2 Gn, und �Rn wird von Zeilensummen der Form�s(n; q; a) = Xx2Gnx�a mod (n=q) [x] (120)erzeugt, wobei a 2 Gn und qjn eine Primzahlpotenz mit gcd(q; n=q) = 1 ist.



76 2.4 P-Kreissysteme2.4.2 Das P-KreissystemDas P-Kreissystem ist das Analogon zum Kreissystem. Wir verwenden diegleichen Bezeichnungen wie f�ur das Kreissystem in Abschnitt 2.2.1. Zus�atzlichde�nieren wir zu n 2 N die Mengen� Tn := fdjn; gcd(d; n=d) = 1g die Menge der P-Teiler von n,� T 0n := Tn n fng, die Menge der echten P-Teiler von n,� Pn � Tn als die Menge der P-Teiler von n, die Potenzen von Primzahlensind.Dabei seien Tn und T 0n jeweils durch Teilbarkeit partiell geordnet.De�nition 2.4.3 Es sei n 2 N. Zu d 2 Tn sei Md := hGdi, und �Ed sei dieMenge aller Zeilensummen �s(d; q; a) im P-Kreismodul �Z(n), falls d 62 Pn ist.F�ur d 2 Pn sei �Ed leer.Weiter seien auf den Zeilensummen aus �Ed Abbildungen �nd : �Ed ! Lt2T 0n Mtdadurch gegeben, indem wir der Zeilensumme �s(d; q; a) 2 �Ed mit q 2 Pd dasElement (p�1 � 1)[a mod d=q] 2 Md=q zuordnen, wobei p die Primzahl ist, dieq teilt.Unter diesen Voraussetzungen hei�t das MEn-System ��(n) := (Md; �Ed; �nd)d2Tndas n-te P-Kreissystem.Genau wie im Fall des Kreissystems zeigt man, da� ��(n) kombinierbar ist,und wir de�nieren f�ur n 2 N den n-ten kombinierten P-Kreismodul �L(n) alsKombinat des n-ten Kreissystems.Im folgenden zeigen wir, da� der kombinierte Kreismodul L(n) und der kom-binierte P-Kreismodul �L(n) isomorph sind. Da L(n)+ seinerseits isomorph zuder Gruppe der Kreiszahlen ist, erhalten wir damit auch einen Isomorphismuszwischen �L(n)+ und der Gruppe der Kreiszahlen.Satz 2.4.4 Es sei n 2 N. Dann ist der kombinierte P-Kreismodul �L(n) iso-morph zum kombinierten Kreismodul L(n).Schreiben wir �L(n) und L(n) als Kombinate von ��(n) = (Md; �Ed; �nd)d2Tn be-ziehungsweise �(n) = (Md; Ed; nd)djn, so ist der Isomorphismus dadurch ge-geben, da� jeweils Md als Teil von ��(n) abgebildet wird auf Md als Bestandteilvon �(n).BeweisEs sei �N := Ld2Tn Md und  : �N ! L(n), der Homomorphismus, der die Mdauf sich selbst abbildet.Wir zeigen zun�achst, da�  surjektiv ist und anschlie�end, da� der Modul�Q := Pd2Tnhr+�nd(r); r 2 �Edi im Kern von  liegt. Es ist �L(n) = �N= �Q, somithaben wir einen surjektiven Homomorphismus von �L(n) nach L(n).



2.4 P-Kreissysteme 77Schlie�lich zeigen wir, da� die R�ange gleich sind. Da �L(n) als Kombinat tor-sionsfrei ist (denn nach Satz 1.6.14, a l�a�t sich sogar eine Basis von �L(n)konstruieren), folgt der behauptete Isomorphismus.Im folgenden sei Q := Pdjnhr + nd(r); r 2 Edi, so da� L(n) = N=Q mitN := LdjnMd ist. ist surjektiv: Es sei t ein Teiler von n, aber kein P-Teiler. Wir zeigen, da�a 2 Gt moduloQ als Bild von  vorkommt. Dazu reicht es zu zeigen, da�a modulo Q als Erzeugnis von Gpt dargestellt werden kann, wobei p einePrimzahl ist, die t teilt. Dann folgt n�amlich induktiv, da� a modulo Qim Erzeugnis von Gp1���pst liegt, wobei die pi nicht notwendig verschiedenePrimzahlen sind, die t teilen. F�ur geeignete p1, . . . , ps ist p1 � � � pst 2 Tn.Da� amoduloQ von Gpt erzeugt wird, folgt direkt, da s(pt; p; a)�[a] 2 Qist, und s(pt; p; a) eine Summe von Elementen aus Gpt ist.�Q � ker : Es wird �Q erzeugt von Elementen der Form�s(d; q; a) + (p�1 � 1)[a mod d=q]; (121)mit d 2 Tn, q = p� 2 Pn und a 2 Gd. Es ist zu zeigen, da� die Ausdr�uckeaus (121) modulo Q verschwinden.Wir schreiben dazu d = qt, und es sei a 2 Gd. Zun�achst gilt�(p�1 � 1)[a mod t] � s(pt; p; a) mod Q; (122)und wir zeigen �uber vollst�andige Induktion nach �, da��s(p�t; p�; a) � s(pt; p; a) mod Q (123)ist. F�ur � = 1 ist s = �s und daher nichts zu zeigen. Ist � � 2 so erhaltenwir aus der De�nition der Zeilensummen s und �s gem�a� (86) und (120):�s(p�t; p�; a) = Xx2Gp�tx�a mod t [x] = Xx2Gp��1tx�a mod t Xy2Gp�ty�x mod p��1t [y]= Xx2Gp��1tx�a mod t s(p�t; p; x)� Xx2Gp��1tx�a mod t [x] mod Q= �s(p��1t; p��1; a) � s(pt; p; a) mod Q: (124)
Aus (122) und (123) folgt �s(tq; q; a) + (p�1 � 1)[a mod t] 2 Q, was zuzeigen war.rg �L(n) = rgL(n): Zu d = p�11 � � �p�ss de�nieren wir �g(d) := Qsi=1('(p�ii )� 1).F�ur diese Funktion gilt, wie man durch Induktion nach der Anzahl der



78 2.4 P-KreissystemePrimteiler von n nachrechnet, Pd2Tn �g(d) = '(n). Setzen wir �Yd :=Md=h �Edi, so ist nach De�nition 2.4.3 in Analogie zu (104)�Yd = 8><>: 0 falls d = 1,hGdi falls d Potenz einer Primzahl,�Z(d) sonst. (125)Der Rang von hGdi ist '(d), der Rang von �Z(d) ist das Produkt derR�ange von �Z(q) mit q 2 Pd. Wir erhalten alsorg �Yd = 8><>: �g(d)� 1 falls d = 1,�g(d) + 1 falls d Potenz einer Primzahl,�g(d) sonst. (126)In Analogie zum Beweis von Lemma 2.2.9 ist der Rang von �L(n) dieSumme �uber die R�ange von �Yd, wobei d alle P-Teiler von n durchl�auft.Somit erhalten wir gem�a� der Summenformel f�ur �g(d)rg �L(n) = '(n) + r � 1 = rgL(n); (127)wobei r die Anzahl der n teilenden verschiedenen Primzahlen ist. qed.Der Isomorphismus zwischen L(n) und �L(n) impliziert insbesondere die Gleich-heit der Invarianten m+ der beiden Moduln, das hei�t, es gilt m+(L(n)) =m+( �L(n)). Ebenfalls bekannt sind die Invarianten m+ der einzelnen �Yd. F�urd = q 2 Pn ist m+( �Yq) = 0 (falls q 6= 2). Sonst ist �Yd ein P-Kreismodul, f�urden in Abschnitt 2.4.1 bereits Normalbasen konstruiert sind, woraus sich dieInvarianten ablesen lassen. Wie beim Kreissystem l�a�t sich dann direkt durchAufsummieren die Gutartigkeit von ��(n) nachweisen.Mit der Gutartigkeit erhalten wir in Analogie zu Satz 2.2.14 den folgendenSatz �uber die Konstruktion von Basen von �L(n), �L(n)+ und �L(n)�. Dabei istim Gegensatz zur Situation f�ur L(n) die Unterscheidung zwischen n � 0 mod 4und n 6� 0 mod 4 nicht notwendig.Satz 2.4.5 Zu n 2 N sei �L(n) der kombinierte P-Kreismodul, der als Kombi-nat des n-ten P-Kreissystems ��(n) = (Md; �Ed; �nd)d2Tn entsteht, und zu d 2 Tnsei �Yd :=Md=h �Edi. Dann erh�alt man Basen von �L(n), �L(n)+ und �L(n)� durchVereinigung von in Md lebenden Basen von �Yd, �(Yd)+ beziehungsweise �(Yd)�,wobei d alle P-Teiler von n durchl�auft.Durch den Isomorphismus zu L(n)+ ist �L(n)+ auch isomorph zu der Gruppeder Kreiszahlen D(n). Ohne das n�aher zu erl�autern sei angemerkt, da� sich wiein Abschnitt 2.3.3 auch P-relative Kreiszahlen de�nieren lassen, indem manstatt aller Teiler wieder nur P-Teiler verwendet. Von diesen l�a�t sich dann



2.4 P-Kreissysteme 79zeigen, da� sie im wesentlichen isomorph zu den P-Kreismoduln sind. Wirf�uhren das hier nicht n�aher aus, weil wir im folgenden Abschnitt herausar-beiten, da� das P-Kreissystem systematische Nachteile bei der Konstruktionvon Basen von Kreiszahlen hat, und es daher sinnvoll ist, dazu auf das Kreis-system zur�uckzugreifen, und das P-Kreissystem nicht weiter zu verfolgen.2.4.3 Der P-Kreismodul im direkten VergleichWie haben nun festgestellt, da� sich die Kreiszahlen sowohl als kombinierterKreismodul als auch als kombinierter P-Kreismodul interpretieren lassen.Wir zeigen zun�achst an einem Beispiel, wie der Unterschied zwischen �L(n) undL(n) zu verstehen ist, und diskutieren anschlie�end die Vor- und Nachteile von�L(n) gegen�uber L(n).Im folgenden bezeichnen wir die Elemente aus a 2 Gd wieder mit [d; a].BeispielEs sei n = 45. Die Teiler von n sind 1; 3; 5; 9; 15 und 45. Die P-Teiler sind1; 9; 5 und 45. Wir k�onnen dann die Gruppe der Kreiszahlen D(45) einerseitsals Kreismodul L(45) interpretieren, andererseits als P-Kreismodul �L(n). Wiewird nun beispielsweise 1� �15 2 D(45) durch Basiselemente dargestellt?Interpretieren wirD(45) als Kreismodul L(45), so entspricht die Kreiszahl 1��15dem Element [15; 1] 2 G15.Im Falle von L(15) kann entweder [15; 1] schon Teil einer Basis sein, oder aberman schreibt [15; 1] modulo Zeilensummen als eine Summe von Basiselementen[15; �]. Dabei treten eventuell (bedingt durch die st�orenden Abbildungen n15)Elemente [5; �] und [3; �] auf. Insbesondere f�allt auf, da� es v�ollig ausreicht inL(15) statt in L(45) zu arbeiten.Interpretieren wir die Gruppe der Kreiszahlen als P-Kreismodul �L(45), so ist1 � �15 gar nicht direkt als Bild der Abbildung �L(45)+ ! D(45) verf�ugbar.Orientiert man sich am Beweis zu Satz 2.4.4, so erh�alt man eine Darstellungvon 1� �15 als Summe von Elementen der Form [45; �] 2 G45. Stellt man dieseSumme wiederum durch Basiselemente dar, kommen eventuell solche der Form[9; �] oder [5; �] hinzu.Schematisch sieht die Situation so aus: ��	��	 @@R@@R @@R��	 @@@@@@R@@I @@I9 5
459 3 515 3 1545L(n) : �L(n) :

Dabei gibt die Pfeilrichtung d! t an, da� bei der Darstellung eines Elementes[d; �] durch Basiselemente in der Basisdarstellung Elemente [t; �] vorkommenk�onnen. Hier sieht man anschaulich den Vorteil von L(n): Die Pfeile laufenalle in eine Richtung, das Diagramm f�ur n = 15 ist als Subdiagramm enthalten,



80 2.4 P-Kreissystemeund es ist beispielsweise zu einem Diagramm f�ur n = 135 erweiterbar.Trotzdem wurden bisher in [2], [5] und [8] f�ur die Konstruktion von Basen vonKreiseinheiten Konstruktionen �uber P-Teiler verwendet. Dies ist im wesent-lichen auf zwei Gr�unde zur�uckzuf�uhren.� Im Fall, da� n = p� die Potenz einer Primzahl ist, ist �L(p�) nach De-�nition 2.4.3 einfach gleich hGp�i. Im Gegensatz dazu wird L(p�) inDe�nition 2.2.1 aus mehreren Moduln Yp� = Mp�=hEp�i mit 1 � � � �zusammengesetzt, wobei Yp = hGpi und Yp� = Z(p�) f�ur � > 1 ist.� Konstruiert man aus der Menge aller Erzeuger 1 � �ad eine Basis durchsukzessives Entfernen von Elementen, so ist der Schritt, die Erzeuger,bei denen d kein P-Teiler ist, zu entfernen, elementar. (Er entsprichtdem Beweis der Surjektivit�at von  im Beweis zu Satz 2.4.4.) Man kanndann anschlie�end mit einer kleineren Menge von Erzeugern rechnen.Die folgenden �Uberlegungen sprechen jedoch gegen �L(n) und f�ur die Verwen-dung von L(n).� �L(n) verwischt die hierarchische Ordnung, die f�ur djn die Struktur vonL(d) als Teilstruktur von L(n) identi�zierbar macht.� Ein Analogon zu L(1), das hei�t, zur Konstruktion einer Basis allerKreiszahlen, wie sie in Satz 2.3.8 beschrieben ist, existiert nicht.� Au�erdem suggeriert die Interpretation von Kreiseinheiten als kombi-nierter P-Kreismodul �L(n) f�alschlicherweise, da� die Normrelationen in-nerhalb der Kreiszahlen von zweierlei Natur sind, n�amlich Relationen,die das Problem auf die Betrachtung von P-Teilern zur�uckf�uhren, undsolche, die in �L(n) bestehen. In Wirklichkeit sind aber alle Relationenvon der Form Zeilensumme +nd(Zeilensumme).Aus diesen Gr�unden wird im Rest der Arbeit, das hei�t, bei der Bestimmungder Basis von Kreiseinheiten etc. nicht mehr mit �L(n), sondern mit L(n) gear-beitet werden.



3 Kreiseinheiten 813 KreiseinheitenEs sei �n eine n-te Einheitswurzel. Die Gruppe der Kreiszahlen D(n) ist nachKapitel 2.3 de�niert als die von den Zahlen 1� �an mit a 2 Z und a 6� 0 mod nerzeugte Gruppe modulo Einheitswurzeln. Als die Gruppe der KreiseinheitenC(n) wird die Untergruppe der Kreiszahlen bezeichnet, die aus Einheiten derMaximalordnung Z[�n] von Q(�n) besteht.W�ahrend im Fall, da� n keine Primzahlpotenz ist, bereits 1� �n eine Einheitin Z[�n] ist, wird die Einheitengruppe im Fall, da� n = q Primzahlpotenz ist,von Elementen der Form (1� �aq)=(1� �q) erzeugt (siehe Abschnitt 1.3 in [2]).Ziel dieses Kapitels ist die explizite Konstruktion einer Basis von C(n) f�urn 2 N [ f1g. Dazu untersuchen wir zur Vorbereitung im ersten Abschnittden Zusammenhang zwischen Kreiseinheiten und Kreiszahlen. Im zweiten Ab-schnitt wird dann das Problem der Konstruktion einer Basis dadurch gel�ost,indem wir einerseits zeigen, da� wir eine Basis der Gruppe der Kreiseinheitendurch Vereinigung von Basen von relativen Kreiseinheiten erhalten und ande-rerseits von relativen Kreiszahlen auf relative Kreiseinheiten schlie�en.Da wir nicht nur an einer prinzipiellen Vorgehensweise, sondern an einer ex-pliziten Konstruktion einer Basis interessiert sind, beschreiben wir im an-schlie�enden dritten Abschnitt ausf�uhrlich den Weg von Normalzerlegungenvon Mengen �uber Quasinormalbasen von Kreismoduln bis hin zu einer Basisder Gruppe der Kreiseinheiten. Dieser Abschnitt wird abgerundet durch einBeispiel f�ur n = 45.Schlie�lich gehen wir im letzten Abschnitt dieses Kapitels kurz auf die Rela-tionen ein, die zwischen den Erzeugern der Kreiseinheiten bestehen.3.1 Kreiszahlen und KreiseinheitenWir f�uhren im folgenden die Kreiseinheiten als Untergruppe der Kreiszahlenein. Das soll jedoch nicht dar�uber hinwegt�auschen, da� die eigentlich wichtigeGruppe die der Kreiseinheiten ist, da sie als Untergruppe von endlichem In-dex der Einheitengruppe der Maximalordnung von Q(�n) eigenst�andige Be-deutung in der algebraischen Zahlentheorie hat. Die Kreiszahlen sind \nur"ein Hilfsmittel im Rahmen dieser Arbeit, um Ergebnisse �uber Kreiseinheitenherzuleiten.De�nition 3.1.1 Es sei n 2 N, und es bezeichne UZ[�n] die Einheitengruppevon Z[�n] modulo Torsion. Ist D(n) die Gruppe der n-ten Kreiszahlen, dannde�nieren wir C(n) := D(n) \ UZ[�n] als die Gruppe der n-ten Kreiseinheiten.Die Kreiseinheiten sind also genau die Kreiszahlen, die in Z[�n] invertierbarsind. Das bedeutet, da� sich die Kreiseinheiten auch charakterisieren lassen alsKreiszahlen mit Absolutnorm �1, was in den folgenden Beweisen des �ofterenbenutzt wird.



82 3.1 Kreiszahlen und KreiseinheitenIn [11] konstruiert Ramachandra 12'(n) � 1 unabh�angige Einheiten aus C(n),deren Erzeugnis endlichen Index in C(n) hat. In der Tat gilt:Lemma 3.1.2 Es sei n > 2. Dann ist rgC(n) = 12'(n)� 1.BeweisIn [15] wird gezeigt, da� C(n) endlichen Index in UZ[�n] hat. Nach dem Dirich-letschen Einheitensatz (siehe beispielsweise [17], Proposition 7-6-1) hat UZ[�n]den Rang 12'(n)� 1. qed.Die Kreiszahlen D(n) sind verschieden von den Kreiseinheiten C(n). Beispiels-weise ist 1� �q 2 D(q), jedoch nicht in C(q), wenn q eine Potenz einer Primzahlist. Ein Erzeugendensystem von C(n) gibt das folgende Lemma an.Lemma 3.1.3 Es sei n 2 N. Dann wird C(n) von den Elementen1� �aq1� �q mit qjn und q ist Primzahlpotenz, a 2 Gq, und1� �ad wobei 1 < djn und d 2 N keine Primzahlpotenz ist, a 2 Gderzeugt.BeweisEinen Beweis dazu �ndet man beispielsweise in [2] auf Seite 25. qed.Die n�achsten beiden Lemmata beschreiben genau den Zusammenhang zwi-schen Kreiseinheiten und Kreiszahlen. Im folgenden sein = q1 � � � qr = p�11 � � �p�rr (128)mit qi = p�ii f�ur i = 1; : : : ; r die eindeutige Zerlegung von n in ein Produkt vonPrimzahlpotenzen. Dann ist Pn = fq1; : : : ; qrg.Lemma 3.1.4 Zu n 2 N seien E ein beliebiges Erzeugendensystem der Grup-pe der Kreiseinheiten C(n) und r = jPnj die Anzahl der Primteiler von n. Danngilt:a) Die Gruppe D(n) der Kreiszahlen wird erzeugt durch E [ Sq2Pnf1� �qg.b) Die Elemente 1 � �q mit q 2 Pn sind voneinander und von E linearunabh�angig.c) rgD(n) = rgC(n) + r.



3.2 Relative Kreiseinheiten und relative Kreiszahlen 83BeweisF�ur Teil a reicht es, die Behauptung f�ur ein festes Erzeugendensystem E0 zuzeigen, da E0 seinerseits im Erzeugnis von E liegt. Wir w�ahlen E0 als dasErzeugendensystem aus Lemma 3.1.3.Es reicht nach Lemma 3.1.3 ferner zu zeigen, da� f�ur alle p = pi und � < � :=�i die Kreiszahl 1� �p� von 1� �q f�ur q = p� und E0 erzeugt wird, denn dannfolgt aus 1� �ap� = 1� �ap�1� �p�| {z }2C(n) (1� �p�); (129)da� auch 1 � �ap� f�ur alle a 2 Gp� erzeugt wird, und damit alle Erzeugendenvon D(n) erzeugt werden.Da� 1� �p� erzeugt wird, folgt durch Induktion, indem man die NormrelationYb2Gqb�1 mod q=p(1� �bq) = 1� �q=p (130)f�ur p 6= q ausnutzt, die ein Spezialfall der Normrelation in (118) ist. Damit istTeil a bewiesen.Ist u 2 hEi = C(n), so erhalten wir aus einer Relation 1 = uQri=1(1 � �qi)bimit bi 2 Z durch Normbildung von Q(�n) nach Q, da� 1 = Qri=1 pbikii mitki = '(n)='(qi) 6= 0 ist. Also ist bi = 0 f�ur alle i 2 f1; : : : ; rg, und es folgt Teilb.Teil c ergibt sich durch Anwendung von a und b, indem wir den Fall betrachten,da� E sogar Basis ist. qed.Den Schl�ussel zur Konstruktion einer Basis von C(n) aus einer Basis von D(n)liefert die Umkehrung von Teil a in Verbindung mit Teil b in Lemma 3.1.4, diewir im folgenden gleich f�ur Basen formulieren.Lemma 3.1.5 Es seien n 2 N und B � C(n). Ist B [ Sq2Pnf1 � �qg eineBasis von D(n), so ist bereits B eine Basis von C(n).BeweisNat�urlich ist B auch in C(n) linear unabh�angig, es bleibt zu zeigen, da� B einErzeugendensystem von C(n) ist. Dies geschieht wie im Beweis von Teil b inLemma 3.1.4: Da B Basis von D(n) ist, l�a�t sich u 2 C(n) sicher schreiben alsu = vQri=1(1 � �qi)bi mit v 2 hBi und bi 2 Z. Normbildung zeigt bi = 0 f�uralle i = 1; : : : ; r. qed.3.2 Relative Kreiseinheiten und relative KreiszahlenWir konstruieren im folgenden Basen der Kreiseinheiten C(n). Dies geschiehtdadurch, da� wir wie bei den Kreiszahlen analog zu De�nition 2.3.4 relative



84 3.2 Relative Kreiseinheiten und relative KreiszahlenKreiseinheiten dC(n) einf�uhren, und mit Hilfe des entsprechenden Ergebnisses�uber Kreiszahlen zeigen, da� die Vereinigung von in C(n) lebenden Basen vondC(d) f�ur djn eine Basis von C(n) ergibt.De�nition 3.2.1 Zu n 2 N sei C(n) die Gruppe der Kreiseinheiten, undL(n) := QdjjnC(d). Dann bezeichnen wir mit dC(n) := C(n)=L(n) die Gruppeder n-ten relativen Kreiseinheiten.Wir geben zun�achst an, wie die relativen Kreiszahlen dD(n) mit den relativenKreiseinheiten zusammenh�angen. Dazu schreiben wir dD(n) := D(n)=K(n) mitK(n) = QdjjnD(d) und de�nieren (in Analogie zu (35) in Abschnitt 1.5 �uberDi�erenzenmoduln, wobei die Negation dort der Division hier entspricht)� dD(n) := h1� �an1� �nK(n); a 2 Gni: (131)Eine Basis von � dD(n) l�a�t sich mit Hilfe der in Abschnitt 1.5 entwickeltenMethoden und der Isomorphismen aus Satz 2.3.5 konstruieren. Wir gebendiese Konstruktion sp�ater explizit an. Zun�achst gehen wir aber auf den Zusam-menhang zwischen relativen Kreiseinheiten und relativen Kreiszahlen ein.Satz 3.2.2 Zu n 2 N bezeichne dC(n) die relativen Kreiseinheiten und dD(n) dierelativen Kreiszahlen.a) Ist n keine Primzahlpotenz, so gilt dC(n) �= dD(n).b) Ist n = q eine Primzahlpotenz, so ist dC(q) �= �dD(q).Ist L(n) = QdjjnC(d) und K(n) = QdjjnD(d), dann ist der Isomorphismusdadurch gegeben, da� uL(n) auf uK(n) f�ur u 2 C(n) abgebildet wird.BeweisEs ist dC(n) rein formal keine Untergruppe von dD(n). Mit einer �ahnlichen Norm-bildung wie im Beweis von Lemma 3.1.4 zeigt man C(n) \ K(n) = L(n) underh�alt dC(n) �= C(n)K(n)=K(n) � dD(n): (132)Somit ergibt sich eine Einbettung  : dC(n) ,! dD(n).Mit Lemma 3.1.3 erh�alt man aus dem Erzeugendensystem von C(n) ein Erzeu-gendensystem von dC(n), und zwarf1� �aq1� �q ; a 2 Gqg falls n = q die Potenz einer Primzahl ist,f1� �an; a 2 Gng sonst: (133)



3.2 Relative Kreiseinheiten und relative Kreiszahlen 85Ein Erzeugendensystem von dD(n) wird o�ensichtlich induziert durchf1� �an; a 2 Gng: (134)Gem�a� (131) induziert f1� �an1� �n ; a 2 Gng (135)eine Erzeugendensystem von � dD(n). Durch Vergleich von (133) mit (134) inTeil a und (135) in Teil b folgt, da�  surjektiv ist, also Isomorphismus.qed.Basen f�ur dC(n) lassen sich also direkt aus Basen von dD(n) beziehungsweise� dD(n) ableiten. Eine Basis von C(n) erh�alt man durch Vereinigung von Basenvon dC(d) mit djn. Genauer gilt der folgende Satz:Satz 3.2.3 Es sei n 2 N. Zu djn induziere cBd � C(n) eine Basis von dC(d).Dann ist Bn := Sdjn cBd eine Basis von C(n).BeweisEs sei zun�achst p eine Primzahl und � > 0. Ist L(n) := QdjjnC(d), so ist, daC(p��1) = L(p�) ist, die Sequenz1! C(p��1) ! C(p�) ! dC(p�) ! 1 (136)exakt. Die Gruppe dC(p�) ist torsionsfrei, da sie nach Satz 3.2.2 isomorphzu einer Untergruppe der Gruppe der relativen Kreiszahlen dD(p�) ist, die f�urp� 6= 4 nach Korollar 2.3.6 torsionsfrei ist, und man rechnet direkt aus derDe�nition der Kreiseinheiten nach, da� dC(4) = 1, also trivialerweise torsionsfreiist.Mit Lemma 1.6.2 (die additiv geschriebenen Z-Moduln dort entsprechen mul-tiplikativ geschriebenen abelschen Gruppen hier) folgt Satz 3.2.3 f�ur n = p�.F�ur q := p� ist also Bq := S�i=1 dBpi eine Basis von C(q). Aus Lemma 3.1.4 folgtdamit, da� Gq := f1� �qg [ Bq eine Basis von D(q) ist.Sei nun n = q1 � � � qr = p�11 � � � p�rr das Produkt paarweise teilerfremder Prim-zahlpotenzen, und es sei �n die Menge aller Teiler von n, die keine Potenzenvon Primzahlen sind.Da nach Satz 3.2.2 dC(d) �= dD(d) f�ur d 2 �n gilt, existieren nach Satz 2.3.8cFd � D(n) mit den folgenden Eigenschaften:a) Fn := Sdjn cFd ist eine Basis von D(n),b) Fqi := Sdjqi cFd ist eine Basis von D(qi) f�ur i = 1; : : : ; r,c) cFd = cBd f�ur d 2 �n.



86 3.3 Eine Basis der KreiseinheitenDie Eigenschaft c zeigt, da� Sri=1 Fqi [ Sd2�n cBd gleich Fn, und damit nach aBasis von D(n) ist. Wir haben bereits gezeigt, da� Gqi = f1� �qig [ S�ij=1 dBpjieine Basis von D(qi) ist. Nach Eigenschaft b, k�onnen wir die Fqi durch die Gqiaustauschen und erhalten, da�r[i=1Gqi [ [d2�n cBd = r[i=1f1� �qig [[djn cBd = r[i=1f1� �qig [ Bn (137)eine Basis von D(n) ist. Mit Lemma 3.1.5 folgt, da� Bn Basis von C(n) ist, alsodie Behauptung. qed.Bemerkung 3.2.4 Anders, als bei dem analogen Satz 2.3.8 f�ur Kreiszahlen,ist hier eine Unterscheidung der F�alle n � 0 mod 4 und n 6� 4 mod 0 nichtnotwendig, da dC(4) und dC(2) im Gegensatz zu dD(4) und dD(2) trivial sind, unddaher in jedem Fall keinen Beitrag zu einer Basis von C(n) liefern.Bisher haben wir nur n 2 N betrachtet. Wie bei den Kreiszahlen kann manauch n =1 zulassen.Korollar 3.2.5 Es sei C(1) := Sd2N C(d) und cBd eine in C(1) lebende Basisvon dC(d). Dann ist B(1) := Sd2N cBd eine Basis von C(1).BeweisDa jedes u 2 C(1) in wenigstens einem der C(n) mit n 2 N liegt, kann mansich zum Beweis der linearen Unabh�angigkeit und zum Beweis, da� B(1) einErzeugendensystem ist, auf endliche St�ucke zur�uckziehen. qed.3.3 Eine Basis der KreiseinheitenIm vorangegangenen Abschnitt wurde das Problem der Konstruktion einerBasis der Gruppe der Kreiseinheiten C(n) im Prinzip gel�ost. Wir beschreibenim folgenden als Zusammenfassung der bisherigen Arbeit explizit, wie wir eineBasis von C(n) mit den bisher entwickelten S�atzen und Methoden erhalten.Wir gliedern zun�achst den Weg zu einer Basis von C(n) in drei Schritte (A),(B) und (C) auf, die wir anschlie�end im einzelnen erl�autern.Basen von C(n)(A) "Basen von dC(d) f�ur djn(B) "Quasinormalbasen von Kreismoduln Z(d)(C) "Normalzerlegungen elementarer Mengen



3.3 Eine Basis der Kreiseinheiten 87zu(A): Die Methode eine Basis der Kreiseinheiten C(n) aus Basen der dC(d) f�urdjn zu konstruieren, ist nach Satz 3.2.3 denkbar einfach. In C(n) lebendeBasen von dC(d) sind zu vereinigen.Weitaus komplexer ist der Aufwand zum Beweis von Satz 3.2.3. Dabeiwird zun�achst das entsprechende Ergebnis f�ur die Gruppe der Kreiszahlenin Satz 2.3.8 formuliert. Um diesen Satz zu beweisen, werden die rela-tiven Kreiszahlen mit Hilfe von Satz 2.3.5 mit den Kreismoduln Z(d) f�urdjn in Verbindung gebracht, die aufgefa�t als Moduln Md=hEdi, wobeiMd das freie Erzeugnis von Gd und Ed die Menge der Zeilensummen ist,zu dem Kreissystem �(n) zusammengesetzt werden (De�nition 2.2.1).Die M�oglichkeit, Basen eines Moduls aus der Vereinigung von Basengeeigneter \St�ucke" dieses Moduls zu erhalten, wird durch die Konzepteder Kombinierbarkeit und Gutartigkeit erfa�t. Die Kombinierbarkeit desKreissystems liefert Lemma 2.2.3 und Satz 2.2.13 zeigt die Gutartigkeit,woraus mit Satz 1.6.14 die einfache Basenkonstruktion durch Vereinigungfolgt.zu (B): Um aufzuzeigen, wie wir aus Quasinormalbasen von KreismodulnBasen der relativen Kreiszahlen dC(d) erhalten, unterscheiden wir dreiF�alle in Abh�angigkeit von d.d = p Primzahl: Dazu sei zun�achst angemerkt, da� in diesem Fall dC(p) =C(p) ist. Basen von C(p) sind wohlbekannt, und beispielsweise be-reits in [2], Satz 5 konstruiert worden.Mit den in dieser Arbeit entwickelten Methoden erh�alt man eineBasis von dC(p) �uber die IsomorphismendC(p) �= � dD(p) �= �hGpi+: (138)Der linke Isomorphismus in (138) folgt aus Satz 3.2.2, der rechteIsomorphismus aus dD(p) �= hGpi+ nach Satz 2.3.5. Eine Normal-basis von hGpi ist [f1; : : : ; bp=2cg; ;; ;], und daher induziert nachLemma 1.2.10, a f1; : : : ; bp=2cg eine Basis von hGpi.Eine Basis von �hGpi+ erh�alt man mit Lemma 1.5.7, a mit M =hGpi und R = kerM (� + 1), so da� M=R = hGpi+ gilt. Setzen wirin Lemma 1.5.7 c] := 1 2 Gp, so erhalten wir f[a]�[1]; 1 < a < p=2gals Basis von �hGpi+, und mit (138)f1� �ap1� �p ; 1 < a < 12pg (139)als Basis von � dD(p).d = q = p� Potenz einer Primzahl mit � > 1: Es reicht hier, q 6= 4 zubetrachten, denn, wie man direkt nachrechnet, ist dC(4) = 1. Analog



88 3.3 Eine Basis der Kreiseinheitenzum Fall n = p erhalten wir mit den S�atzen 3.2.2 und 2.3.5 einenIsomorphismus dC(q) �= �dD(q) �= �Z(q)+: (140)Eine Basis von �Z(q)+ erh�alt man mit Satz 1.5.16, b, f�ur � = Gq=pund A = Ap := f0; : : : ; p� 1g. Setzen wir speziell� = fa 2 Gq=p; 1 � a � 12q=pg; (141)�] = 1 und a] = 0, so induziert demnachf(�; a)� (1; 0); (�; a) 2 �� f1; : : : ; p� 1gg (142)eine Basis von �Z(q)+.Der Isomorphismus dD(q) �= Z(q)+ wird im Beweis zu Satz 2.1.3 undSatz 2.3.3 explizit beschrieben (siehe dazu auch (146) im n�achstenAbschnitt). Schreiben wir Z(q) = hGq=p � Api=R mit geeignetemR, so wird dort (�; a) 2 Gq=p � Ap auf ap��1 + � 2 Gq abgebildet.Mit der Basis aus (142) erhalten wirf1� �ap��1+�q1� �q ; (�; a) 2 �� f1; : : : ; p� 1gg (143)mit � aus (141) als in C(q) lebende Basis von dC(q).d keine Potenz einer Primzahl: In diesem Fall ist nach den S�atzen 3.2.2und 2.3.5 dC(d) �= dD(d) �= Z(d)+: (144)Eine Basis von Z(d)+ erhalten wir nach Lemma 1.2.10 mit Hilfeeiner Quasinormalbasis von Z(d). Normalbasen und Quasinormal-basen von Kreismoduln wurden in Abschnitt 2.1.2 ausf�uhrlich ent-wickelt. Dabei traten verschiedene F�alle auf, n�amlich d � 2 mod 4,d = u oder d = 4u, wobei u ungerade und quadratfrei ist, und allesonstigen F�alle.Allen F�allen ist gemeinsam, da� eine Quasinormalbasis von Z(d)f�ur d = q1 � � � qr = p�11 � � � p�tt pt+1 � � � pr mit �i > 1 f�ur i = 1; : : : ; twie etwa in (84) gegeben ist als Teilmenge vonS := �q1 � Ap1 � � � � � �qt � Apt �Gpt+1 � � � � �Gpr (145)mit �qi = Gqi=pi und Api = f0; : : : ; pi � 1g. Der Weg von dieserTeilmenge zu einer Basis der Kreiseinheiten wird durch Satz 2.1.3beschrieben, der aufzeigt, wie der d-te Kreismodul als freies Erzeug-nis �uber Gd modulo gewisser Relationen interpretiert werden kann.Der Isomorphismus wird explizit im Beweis von Satz 2.1.3 beschrie-ben. Wir erhalten die Bijektion � : S ! Gd mit Hilfe geeigneter



3.3 Eine Basis der Kreiseinheiten 89Bijektionen � und � gem�a��q1 � Ap1| {z } � � � �� �qt � Apt| {z } � Gpt+1 � � � �� Gpr# �1 # �t # id # idGq1 � � � �� Gqt � Gqt+1 � � � �� Gqr# �Gd (146)Die Abbildungen �i f�ur i = 1; : : : ; t sind dabei explizit gegeben durch�i(�; a) = ap�i�1i + �. Die Abbildung � : Gq1 � � � � � Gqr ! Gd istdurch den Chinesischen Restsatz (L�osen simultaner Kongruenzen)gegeben. Eine explizite, algorithmische Beschreibung von � �ndetsich beispielsweise bei [7], Kapitel I, x4.9. Es sei angemerkt, da�die Umkehrabbildung ��1 einfach gegeben ist durch a 7! (a modq1; : : : ; a mod qr). Insgesamt gilt mit den Abbildungen  und � aus(89), da� � = (� �  )�1 ist.Ist [G0; G+; G�] eine Quasinormalbasis von Z(d), wie sie in Ab-schnitt 2.1.2 konstruiert wurde, so ist nach Lemma 1.2.10, a, iG0 [ G+ eine Basis von Z(d)+. Verm�oge des Isomorphismus aus(144), der durch � beschrieben wird, induziert somitf1� �ad; a 2 �(G0 [G+)g (147)eine Basis von dC(d).zu (C): Wie man aus geeigneten Normalzerlegungen eine Quasinormalbasisdes Kreismoduls erh�alt, wird ausf�uhrlich in Abschnitt 2.1.2 abgehandelt,und soll an dieser Stelle nicht wiederholt werden.Entscheidend werden dabei die Konstruktionsmethoden aus den Ab-schnitten 1.3.2 und 1.3.3 benutzt, in denen eine Quasinormalbasis einesTensorproduktes L 
M aus Quasinormalbasen von L und M gebildetwird.BeispielEs sei n = 45. Wir erhalten eine Basis von C(45) durch die Vereinigung vonin C(45) lebenden Basen der dC(d) f�ur d = 3; 5; 9; 15; 45. Wir geben diese Basennun explizit an:d = 3; 5: Wir lesen die Basis direkt aus (139) ab und erhalten ; als Basis vondC(3) (das hei�t, es ist dC(3) = 1) undf(1� �25)=(1� �5)g (148)als Basis von dC(5).



90 3.4 Relationen der Kreiseinheiten - Ennolarelationend = 9: Hier erhalten wir eine Basis direkt aus (143). Es ist � = f1g und somitf(1� �49)=(1� �9); (1� �79)=(1� �9)g (149)eine Basis von dC(9).d = 15: Eine Basis liefert (147). Die Mengen G0 und G+ entnehmen wirdem Fall \quadratfrei und ungerade" aus Abschnitt 2.1.2. Wir erhaltenG0 = f(1; 2)g und G+ = f(1; 1)g, und damit �(G0 [ G+) = f7; 1g. Alsoist f1� �715; 1� �15g (150)eine Basis von dC(15).d = 45: Wie f�ur d = 15 folgt die Basis aus (147). Hier entnehmen wir aberG0 und G+ dem Fall \sonstige" in Abschnitt 2.1.2, und erhalten G+ = ;und G0 = H9 � A[3 � G[5, mit H9 = f1g, A[3 = f1; 2g und G[5 = f2; 3; 4ggem�a� (84). Explizit istG0 = f(1; 1; 2); (1; 1; 3); (1; 1; 4); (1; 2; 2); (1; 2; 3); (1; 2; 4)g; (151)und es folgt �(G0) = f22; 13; 4; 7; 43; 34g. Eine Basis von dC(45) ist dahergegeben durchf1� �2245; 1� �1345; 1� �445; 1� �745; 1� �4345; 1� �3445g: (152)Insgesamt ist also die Vereinigung von (148), (149), (150) und (152) eine Basisvon C(45).3.4 Relationen der Kreiseinheiten - EnnolarelationenObwohl das Hauptanliegen dieser Arbeit die Konstruktion von Basen ist, seian dieser Stelle noch kurz auf die Relationen in der Gruppe der Kreisein-heiten eingegangen. Im Zusammenhang mit den Kreiseinheiten gibt es zweio�ensichtliche Relationstypen, n�amlich die Normrelationen, die durch Rela-tiverweiterungen entstehen, beispielsweiseNQ(�18)!Q(�6)(1� �18) = 1� �6; (153)und solche, die durch komplexe Konjugation entstehen, wie1� �6 = ��6(1� �6) = ��6(1� ��16 ): (154)Erstere spiegelt sich bei den Kreismoduln als Zeilensumme wider, letztere wirdals Operation von � interpretiert. Milnor vermutete noch, da� alle Relationenvon diesen o�ensichtlichen Relationen erzeugt werden. Erst Ennola entdeckte



3.4 Relationen der Kreiseinheiten - Ennolarelationen 91(siehe [4]), da� eine weitere Relation existiert, die jedoch erst dann auftritt,wenn n von mehr als zwei verschiedenen Primfaktoren geteilt wird.Die Untersuchung der Kreiseinheiten im Zusammenhang mit Z[�]-Modulnzeigt, da� die von Ennola entdeckte Relation in keiner Weise au�ergew�ohnlichist, sondern zwangsl�au�g durch das Zusammenspiel der �-Operation mit an-deren Relationen, n�amlich den Normrelationen, entsteht.Die Gruppe der n-ten relativen Kreiseinheiten dC(n) ist nach den S�atzen 3.2.2und 2.3.5 im Fall, da� n keine Primzahlpotenz ist, isomorph zu Z(n)+, wobeiZ(n) der n-te Kreismodul ist. Weiterhin haben wir nach Lemma 1.2.10, da�Z(n)+ isomorph ist zum torsionsfreien Anteil von Z(n)=(1 � �)Z(n). Wiebeispielsweise im Beweis von Satz 2.3.3 benutzt wurde, entsprechen die Norm-relationen den Zeilensummen von Z(n). Die Relationen, die durch komplexeKonjugation entstehen, entsprechen dem Herausfaktorisieren von (1��)Z(n).Somit erhalten wir die exakte Sequenz0! T̂ ! Z(n)=(1� �)Z(n)! dC(n) ! 1: (155)Da dC(n) �= Z(n)+ ist, ist T̂ die Torsionsgruppe von Z(n)=(1��)Z(n), und jedesElement von T̂ f�uhrt zu einer Relation, die nicht direkt von Normrelationenoder komplexer Konjugation erzeugt wird.Lemma 1.2.10, c, i zeigt auch, wie sich T̂ explizit aus dem F�-Teil einer Nor-malbasis [F 0; F+; F�] von Z(n) ergibt. Wir erhalten damit den folgendenSatz.Satz 3.4.1 Es sei n = q1 � � � qr und L(n) = QdjjnC(d). Die Relationen in-nerhalb der n-ten relativen Kreiseinheiten dC(n) = C(n)=L(n) entstehen durchRelationen vom Typ (153) und (154), das hei�t durch Normrelationen undkomplexe Konjugation. In den folgenden zwei F�allen kommt genau eine wei-tere Relation hinzu:i) n ungerade und quadratfrei, r > 1 und 2 j6 r.ii) n = 4u mit u ungerade und quadratfrei, r > 1 und 2 j6 r.Diese weitere Relation ist explizit gegeben durchYa2Vn(1� �an) 2 L(n): (156)Dabei ist Vn � Gn de�niert als gem�a� dem Chinesischen Restsatz isomorphzur Menge Vq1�� � ��Vqr mit Vqi = f1 � a < qi=2; (a; qi) = 1g f�ur i = 1; : : : ; r.



92 3.4 Relationen der Kreiseinheiten - EnnolarelationenBeweisInteressant sind nur die F�alle, in denen n keine Primzahlpotenz ist. In denF�allen, in denen n Primzahlpotenz ist, rechnet man direkt nach (beispielsweisemit (45)), da� sich alle Erzeuger von einer gegebenen Basis durch Normrela-tionen und komplexe Konjugationsrelationen darstellen lassen.Ist n nicht die Potenz einer Primzahl, so ist dC(n) isomorph zu Z(n)+, wobeiZ(n) der n-te Kreismodul ist. Ist [F 0; F+; F�] eine Normalbasis von Z(n)+,so tritt nach der Vorbemerkung zu diesem Satz eine weitere Relation genaudann auf, wenn F� 6= ; ist.In Abschnitt 2.1.2 wurden ausf�uhrlich Normalbasen von Z(n) konstruiert. Ins-besondere ist im Fall, da� n nicht von der Form n = u oder n = 4u mit uungerade und quadratfrei ist, m�(Z(n)) = 0, das hei�t, F� ist leer.In den anderen F�allen ist F� einelementig und explizit in (82) beziehungsweise(83) angegeben. �Ubersetzt man dies mit der in (146) verwendeten Abbildungauf Kreiszahlen, so entspricht dies genau der Relation (156). Beispielsweise imFall, da� n ungerade und quadratfrei ist, ist pi = qi und Vqi = f1; : : : ; bpi=2cgf�ur alle i = 1; : : : ; r, und der Zusammenhang zwischen (82) und (156) ist nach(146) direkt gegeben durch die Abbildung � : Gp1 � � � � �Gpr ! Gn. qed.Zum Schlu� geben wir an, wie die Situation aussieht, wenn man statt derrelativen Kreiseinheiten die Gruppe der Kreiseinheiten C(n) betrachtet. JedeRelation in C(n) ist nat�urlich auch eine Relation in der Gruppe der KreiszahlenD(n). Umgekehrt k�onnen wir eine Relation u innerhalb von D(n) wie im Beweisvon Lemma 3.1.4 schreiben als u = vQri=1(1� �qi)bi mit v 2 C(n) und bi 2 Z.Normbildung zeigt bi = 0 f�ur alle i = 1; : : : ; r, woraus folgt, da� u auch eineRelation in C(n) ist.Daher betrachten wir im folgenden die Relationen innerhalb der Gruppe derKreiszahlen D(n). Hier haben wir im Beweis von Satz 2.3.3 die exakte Sequenz0! T ! L(n)=(1� �)L(n)! D(n) ! 1: (157)Da die Torsionsgruppe T von L(n)=(1 � �)L(n) nach Lemma 1.2.10, c nur2-Torsion besitzt, best�atigt dies beispielsweise direkt Satz 8.9 in [16], n�amlichda� das Quadrat jeder Relation inD(n) von Norm- und Konjugationsrelationenerzeugt wird.Wie T explizit aussieht, erh�alt man durch eine Normalbasis [E0; E+; E�] vonL(n), die man durch Anwendung von Algorithmus 1.6.15 auf das Kreissystem�(n) erh�alt gem�a� dem folgenden Algorithmus und dem daran anschlie�endenSatz.Algorithmus 3.4.2 Der folgende Algorithmus konstruiert Relationen inner-halb der Gruppe der Kreiszahlen, die nicht von den o�ensichtlichen Relationengem�a� (153) und (154) erzeugt werden.



3.4 Relationen der Kreiseinheiten - Ennolarelationen 931. (Normalbasen der Yd) Man berechne zu jedem 1 < djn jeweils eine Nor-malbasis Bd zu Yd. Die Yd sind dabei wie in (104) de�niert, n�amlich alshGdi falls d Primzahl ist und als Kreismoduln Z(d) sonst.Normalbasen f�ur Kreismoduln werden ausf�uhrlich in Abschnitt 2.1.2 be-handelt. Normalbasen f�ur hGdi konstruiert man gem�a� Abschnitt 1.4.2.2. (Normalbasis des kombinierten Kreismoduls) Man konstruiere aus denNormalbasen der Yd eine Normalbasis [E0; E+; E�] des kombiniertenKreismoduls L(n) mittels Algorithmus 1.6.15. Insbesondere ist man dabeian E� interessiert.3. (Kreismodul ! Kreiszahlen) Der Zusammenhang zwischen L(n) undD(n) ist gem�a� Satz 2.3.3 mit der Abbildung � : [a; d] 7! 1� �ad gegeben,durch die die Elemente [a; d] 2 Gd f�ur djn von L(n) auf Kreiszahlenabgebildet werden.Nach Lemma 1.2.10, c, i erzeugt E� die Torsionsgruppe T des ModulsL(n)=(1� �)L(n). Man bilde also E� mit � auf D(n) ab.Satz 3.4.3 Zu n > 2 sei r die Anzahl der Primteiler von n undc = ( 2r�1 � r falls n 6� 2 mod 4;2r�2 � (r � 1) falls n � 2 mod 4: (158)Dann existieren in D(n) genau 2c verschiedene Ennolarelationen, die von cverschiedenen Relationen erzeugt werden. Mit anderen Worten, es existierteine Menge von Ennolarelationen fd1; : : : ; dcg � D(n) im freien Erzeugnis derMenge f1��ad; djn; a 2 Gdg, so da� jede Ennolarelation von der Form Qci=1 d�iimit � 2 f0; 1g ist. Die di f�ur i = 1; : : : ; c erh�alt man explizit aus Algorith-mus 3.4.2.BeweisDer Wert c ergibt sich aus (110) in Lemma 2.2.10, das den Wert m�(L(n)) unddamit die M�achtigkeit von dem in Algorithmus 3.4.2, Schritt 2, konstruiertenE� liefert.Ennolarelationen sind gegeben als Torsionsanteil von L(n)=(1 � �)L(n). InLemma 1.2.10, c, i wird angegeben, wie die Torsionsgruppe explizit aus einerNormalbasis berechnet wird. Beim �Ubergang vom kombinierten Kreismodulauf die Gruppe der Kreiszahlen �ubersetzt sich die additive Schreibweise inLemma 1.2.10 in die multiplikative Darstellung Qci=1 d�ii . qed.Es ist n = 60 die kleinste Zahl f�ur die in (158) c > 0 ist, also Ennolarela-tionen bei Kreiszahlen auftreten. Im Anhang geben wir unter anderem auchexplizite Beispiele f�ur Ennolarelationen. Weiter sei auf die explizite Berech-nung einer Ennolarelation im allgemeinen Stickelbergerideal mit dem zum Al-gorithmus 3.4.2 analogen Algorithmus 4.4.1 an Hand des Beispiels f�ur n = 15hingewiesen.



94 4.1 De�nition und Eigenschaften4 StickelbergerelementeBei allen im folgenden durchgef�uhrten Betrachtungen sei n > 2 eine festenat�urliche Zahl, und Gn := f1 � a < n; gcd(a; n) = 1g. Da n fest ist,schreiben wir statt Gn auch G.Die Stickelbergerelemente �(a) sind Elemente im Gruppenring QG, die Rela-tionen gen�ugen, die den Relationen von Kreiseinheiten �ahnlich sind. Auch inder Literatur werden Stickelbergerelemente und Kreiseinheiten oft gemeinsambehandelt, wie beispielsweise in [8], [12] oder [15]. Grob gesagt gilt folgen-des. Bezeichnet L(n) den kombinierten n-ten Kreismodul, dann ist der vonden Stickelbergerelementen aufgespannte Modul im wesentlichen isomorph zuL(n)�, wohingegen die Gruppe der Kreiszahlen isomorph zu L(n)+ ist. Daherist die Hauptarbeit, n�amlich die Bestimmung der Invarianten m+, m�, dieBerechnung des Ranges von L(n) und der Nachweis der Gutartigkeit, bereitsim zweiten Kapitel getan.Nach der De�nition der Stickelbergerelemente und dem Nachweis der grundle-genden Relationen zwischen diesen Elementen im ersten Abschnitt rechnen wirim zweiten Abschnitt den Isomorphismus zu L(n)� nach. Anschlie�end zeigenwir im dritten Abschnitt ausf�uhrlich, wie wir eine Basis des Stickelbergeridealsmit den in dieser Arbeit entwickelten Methoden erhalten. Der vierte Abschnittbesch�aftigt sich dann schlie�lich mit den Ennolarelationen, die hier �ahnlichwie bei den Kreiseinheiten auftreten. Abgerundet wird dieser Abschnitt durchdie ausf�uhrliche Herleitung einer Ennolarelation f�ur das Stickelbergerideal f�urn = 15 und ein Beispiel einer Ennolarelation f�ur n = 5005.4.1 De�nition und EigenschaftenZu x 2 Q sei im folgenden y = hxi de�niert als diejenige Zahl im Intervall[0; 1) mit y � x mod Z.Sinnot de�niert in [15] das Stickelbergerelement wie folgt.De�nition 4.1.1 F�ur � 2 G bezeichne ��1 das Inverse von � modulo n in G.Dann hei�t zu a 2 Z das Element�(a) = X�2G��a�n � ��1 (159)im Gruppenring QG Stickelbergerelement.Man sieht direkt, da� �(a) = �(a0) ist, wenn a � a0 mod n ist. Au�erdem ist�(0) = 0. Betrachten wir daher das Z-Erzeugnis der �(a), so wird dieses vonden n� 1 Elementen �(1); : : : ; �(n� 1) erzeugt.Ausgangspunkt der �Uberlegungen sind die beiden folgenden Relationen, denendas Stickelbergerelement gen�ugt.



4.2 Stickelbergerelemente und das Kreissystem 95Lemma 4.1.2 Es sei a 2 f1; : : : ; n� 1g und d ein Teiler von n. Dann gelten�(a) + �(n� a) = X�2G � (160)und d�1X�=0 �(a + � nd )� �(da) = 12(d� 1)X�2G �: (161)BeweisEs gilt ha=ni = ha0=ni falls a � a0 mod n ist. Damit folgt direkt die Relation(160) aus ��a�n �+ ��n� � a�n � = 1 (162)f�ur � 2 G.Die Relation (161) erh�alt man ebenfalls mit elementarer Arithmetik: Es ist zuzeigen, da� f�ur jedes � 2 G die Gleichungd�1X�=0��(�an + ��d )�� *�d�an + = 12(d� 1) (163)gilt. Durchl�auft � die Zahlen 0; : : : ; d � 1, so auch ��� mod d. Setzen wirau�erdem b := ��a mod n, so ist (163) �aquivalent zud�1X�=0* bn + �d+� *dbn + = 12(d� 1): (164)Wir k�onnen sogar 0 � b < n=d annehmen, denn sowohl die Summe als auchhdb=ni bleibt gleich, wenn wir b durch b0 ersetzen mit b � b0 mod n=d.Ist aber (164) mit 0 � b < n=d zu zeigen, so liegen alle Ausdr�ucke in denspitzen Klammern sowieso in [0; 1). Die Klammern k�onnen daher weggelassenwerden, und die Gleichheit in (164) folgt direkt durch Ausrechnen. qed.Es sei schon an dieser Stelle bemerkt, wie die Analogie zwischen (160) und(161) zu den Relationen der Kreiseinheiten aussieht. Es entspricht (160) derkomplexen Konjugation und (161) den durch Relativnormen implizierten Re-lationen.4.2 Stickelbergerelemente und das KreissystemDie Stickelbergerelemente liegen in QG. Im folgenden sind wir an den Relatio-nen interessiert, die zwischen den Stickelbergerelementen existieren. Das hei�t,wir suchen eine Basis des Z-Erzeugnisses der �(a) in QG. Dieses Erzeugnisist ein gebrochenes Ideal in QG, jedoch nicht identisch mit \dem" Stickel-bergerideal. F�ur den Begri� \Stickelbergerideal" existieren in der Literatur



96 4.2 Stickelbergerelemente und das Kreissystemverschiedene De�nitionen (siehe dazu [15]), die in der Regel gewisse Teilmo-duln vom Erzeugnis der Stickelbergerelemente bedeuten.Um Verwechslungen von vorneherein auszuschlie�en, sprechen wir im folgendenvom allgemeinen Stickelbergerideal:De�nition 4.2.1 Das Z-Erzeugnis I := h�(1); : : : ; �(n�1)i der Stickelberger-elemente hei�e allgemeines Stickelbergerideal.Im weiteren beweisen wir den Zusammenhang zwischen dem n-ten kombi-nierten Kreismodul und dem allgemeinen Stickelbergerideal. Dazu f�uhren wirnoch die folgenden beiden Bezeichnungen ein. Es sei s(G) := P�2G � und! := ( s(G) falls n ungerade,12s(G) falls n gerade. (165)Nach (160) und (161) liegt ! im allgemeinen Stickelbergerideal.Wir zeigen einen Isomorphismus zwischen L(n)� und I=h!i, wobei L(n) dern-te kombinierte Kreismodul und I das allgemeine Stickelbergerideal ist. Dazuuntersuchen wir zun�achst I=h!i.Lemma 4.2.2 Es sei I das allgemeine Stickelbergerideal. Dann gilta) I=h!i ist torsionsfrei,b) rg(I=h!i) = 12'(n).BeweisZu a: Auf G operiere (wie �ublich) � durch Negation modulo n. Man sieht danndirekt aus (160), da� (1 + �)�(a) = s(G) f�ur a 2 f1; : : : ; n� 1g ist.Sei nun n�1Xa=1 �a�(a) = �s(G) (166)mit � 2 Q und �a 2 Z. Multiplizieren wir (166) mit (1 + �), so folgt 2� 2 Z,das hei�t, in � taucht h�ochstens 2 im Nenner auf. Ist nun n gerade, so ist! = 12s(G), und Teil a ist gezeigt. Im Fall, da� n ungerade ist, gilt ! = s(G).Da auf der linken Seite von (166) nur ungerade Nenner stehen, � aber h�ochstens2 als Nenner hat, mu� � sogar in Z sein. In beiden F�allen erhalten wir somit�s(G) = k! mit k 2 Z, und es folgt Teil a.Zu b: Nach Bemerkung 1.2.11 ist rg I = rg (1 � �)I + rg (1 + �)I. Zur Be-stimmung des Rangs von I bestimmen wir jeweils den Rang von (1 + �)I und(1� �)I.rg (1� �)I: Sinnot zeigt in [15], da� der Rang von (1� �)I gleich dem Rangvon (1 � �)ZG ist. Da [H; ;; ;] mit H = f� 2 G; 1 � � < n=2g eineNormalbasis von ZG und rgZG = '(n) ist, ist (1� �)H eine Basis von(1� �)ZG und daher rg (1� �)ZG = 12'(n).



4.2 Stickelbergerelemente und das Kreissystem 97rg (1 + �)I: Wie in Teil a schon festgestellt, ist (1+�)I � h!i und nichttrivial,hat also Rang Eins.Insgesamt erhalten wir rg I = 12'(n) + 1, also rg (I=h!i) = 12'(n). qed.Der kombinierte Kreismodul L(n) ist de�niert als die direkte Summe der freienModuln hGdi mit djn modulo gewisser Relationen. Wir geben daher den fol-gende Isomorphismus durch seine Wirkung auf die a 2 Gd an, die wir wie�ublich mit [d; a] 2 Gd bezeichnen.Satz 4.2.3 Es sei I das allgemeine Stickelbergerideal und L(n) der n-te kom-binierte Kreismodul. Dann ist L(n)� �= I=h!i: (167)Dabei wird [d; a] 2 Gd f�ur djn abgebildet auf �(and ).BeweisDer Beweis wird direkt analog zum Beweis von Satz 2.3.3 gef�uhrt, in dem derIsomorphismus zwischen L(n)+ und den n-ten Kreiszahlen gezeigt wurde. Dashei�t, wir zeigen analog zu (117) die Exaktheit der Sequenz0! T ! L(n)=(1 + �)L(n) �! I=h!i ! 0; (168)wobei T die Torsionsgruppe von L(n)=(1 + �)L(n) ist und � die in Satz 4.2.3angegebene Abbildung, die [d; a] auf �(and ) abbildet. Ist die Exaktheit von(168) gezeigt, dann folgt auch die Behauptung des Satzes, denn L(n)� istnach Lemma 1.2.10, c, ii gleich L(n)=(1 + �)L(n) modulo Torsion.Es ist L(n) de�niert als Kombinat des MEn-Systems �(n) = (Md; Ed; nd)djnmit Md = hGdi. Dabei ist L(n) explizit gegeben gem�a� L(n) = N=Q mitN = LdjnMd und Q = Pdjnhr + nd(r); r 2 Edi.Wir zeigen zun�achst die Wohlde�niertheit der Abbildung �. Dabei benutzenwir L(n)=(1 + �)L(n) �= N=((1 + �)N +Q), wobei N das freie Erzeugnis derdisjunkten Vereinigung der Mengen Gd ist. Da � auf diesen Gd erkl�art wurde,ist � auf N eindeutig homomorph fortsetzbar, und es ist zu zeigen, da� dieBilder von (1 + �)N und Q unter � in h!i liegen.� F�ur (1 + �)N folgt dies durch�(and ) + �((d� a)nd ) = �(and ) + �(n� and ) 2 h!i (169)nach (160).



98 4.3 Eine Basis des allgemeinen Stickelbergerideals� Den Erzeugern von Q entsprechen die Relationen aus (161). Um dies zuzeigen de�nieren wir zu d 2 N, pjd prim und b 2 Gd=p wie in (98) dieMenge Y := fx 2 Gd; x � b mod d=pg. Nach Lemma 2.2.7 istX := fb+ � dp ; � = 0; : : : ; p� 1g = ( Y falls p2jdY [ fpb0g falls p2 j6 d (170)mit b0 2 Gd=p so, da� pb0 � b mod d=p gilt.Es wird Q von Elementen der Form s(d; p; b) + nd(s(d; p; b)) erzeugt,wobei s(d; p; b) eine Zeilensumme gem�a� (86) ist. Die nd sind in (92),De�nition 2.2.1, de�niert. Explizit erhalten wir:s(d; p; b) �7! Xx2Y �(xnd ) (171)und nd(s(d; p; b)) �7! 8>><>>: ��(bpnd ) falls p2jd,�(b0 pnd )� �(bpnd ) falls p2 j6 d. (172)Mit (170) folgt, indem wir Relation (161) ausnutzen, nach Lemma 2.2.7s(d; p; b) + nd(s(d; p; b)) �7! p�1X�=0 �(nd  b+ � dp!)� �(bpnd )= p�1X�=0 �(ndb + � np )� �(pndb) 2 h!i:(173)Wir haben bisher gezeigt, da� � in der Sequenz (168) wohlde�niert ist. Weiterist � als Abbildung von N nach I=h!i auch surjektiv, da ein Urbild von �(a)gegeben ist durch [n=t; a=t] 2 Gn=t mit t = gcd(a; n).Nach Lemma 2.2.11 ist der Rang von L(n)� gleich 12'(n), und somit gem�a�Lemma 4.2.2, b gleich dem Rang von I=h!i.Daraus folgt, da� der Kern von � als auf L(n)=(1+�)L(n) de�nierte Abbildungvon der Torsionsgruppe T von L(n)=(1 + �)L(n) gebildet wird. Dies beweistdie Exaktheit von (168) und damit den Satz. qed.4.3 Eine Basis des allgemeinen StickelbergeridealsDurch den Isomorphismus L(n)� �= I=h!i ergibt sich also insbesondere aucheine Basis von I=h!i durch eine Basis von L(n)�. Wir zeigen nun im einzelnen,wie dieser Konstruktionsweg abl�auft. Wir fassen zun�achst schematisch die ver-schiedenen Schritte zusammen, und erl�autern diese anschlie�end im einzelnen.



4.3 Eine Basis des allgemeinen Stickelbergerideals 99Basen des allgemeinen Stickelbergerideals I(A) "Basen von I=h!i(B) "Basen von L(n)�(C) "Quasinormalbasen von Kreismoduln Z(d)(D) "Normalzerlegungen elementarer Mengenzu (A): Dieser Schritt ist sehr einfach und hier nur der Vollst�andigkeit wegenaufgef�uhrt. Eine (in I lebende) Basis von I=h!i ergibt durch Hinzuf�ugenvon ! nach Bemerkung 1.1.2 eine Basis von I.zu (B): Nach De�nition 2.2.1 und 2.2.4 ist L(n) de�niert als direkte Summevon Moduln Md := hGdi mit djn. Es sei V := f[d; a]; djn; a 2 Gdg diedisjunkte Vereinigung aller Gd. Wie wir in (C) sehen werden, ist eineBasis von L(n)� als Teilmenge von W � V gegeben. Nach Satz 4.2.3 istdann f�(and ); [d; a] 2 Wg (174)eine Basis von I=h!i.zu (C): Nach Satz 2.2.14 ergibt sich eine Basis von L(n)� im Fall 4 j6 n durcheinfache Vereinigung von inMd = hGdi lebenden Basen gewisser Moduln(Yd)� mit djn. Im Fall 4jn durchl�auft d alle Teiler von n, au�er 2 und4. Zus�atzlich mu� im Fall 4jn gem�a� der Diskussion im Anschlu� anSatz 2.2.14 noch [4; 1] zur Basis hinzugenommen werden.Die Yd sind gem�a� De�nition 2.2.1 de�niert durchYd = 8><>: 0 falls d = 1,hGdi falls d Primzahl,Z(d) sonst, (175)wobei Z(d) der d-te Kreismodul ist.Im Fall d = 1 ist nichts zu sagen, da Y1 der Nullmodul und somit dieBasis leer ist. Wir unterscheiden nun die beiden anderen F�alle.d = p Primzahl: Dieser Fall l�a�t sich direkt nachrechnen: Ist p = 2 soist Y2 = hG2i und daher (Y2)� = 0. Die Basis von (Y2)� ist somitleer. Ansonsten ist beispielsweise [Wp; ;; ;] mitWp := f[p; a]; 1 � a < 12pg (176)eine Normalbasis von Yp, und somit ist nach Lemma 1.2.10 Wp eineBasis von (Yp)�.



100 4.3 Eine Basis des allgemeinen Stickelbergeridealsd > 1 und keine Primzahl: In diesem Fall ist Yd = Z(d). Hier sei auf denFall \d keine Potenz einer Primzahl" von Schritt (B) in der Kon-struktion einer Basis der Kreiseinheiten in Abschnitt 3.3 verwiesen.Wir rekapitulieren an dieser Stelle nur, da� eine Quasinormalbasisvon Z(d) als Teilmenge vonS := �q1 � Ap1 � � � � � �qt � Apt �Gpt+1 � � � � �Gpr (177)mit �qi := Gqi=pi und Api = f0; : : : ; pi�1g gegeben ist, und sich dieAbbildung � : S ! Gd gem�a��q1 � Ap1| {z } � � � �� �qt � Apt| {z } � Gpt+1 � � � �� Gpr# �1 # �t # id # idGq1 � � � �� Gqt � Gqt+1 � � � �� Gqr# �Gd (178)ergibt, wobei die Abbildungen �i f�ur i = 1; : : : ; t explizit gegebensind durch �i(�; a) = ap�i�1i + �, und � durch den ChinesischenRestsatz wohlde�niert ist.Ist nun [G0; G+; G�] eine Quasinormalbasis von Z(d) gem�a� Ab-schnitt 2.1.2, dann ist nach Lemma 1.2.10, a G0 [ G� eine Basisvon Z(d)�. F�ur d 6= 4 de�nieren wir daher in Analogie zu (147)Wd := f[d; a]; a 2 �(G0 [G�)g: (179)De�nieren wir noch W4 := f[4; 1]g so erhalten wir in Schritt (C) nachSatz 2.2.14 eine Basis W von L(n)� durchW := [djnWd (180)mit Wd wie in (176) und (179) und W1 = ;.zu (D): Dies ist der gleiche Schritt wie Schritt (C) in Abschnitt 3.3, und wiedort sei hier ebenfalls auf Abschnitt 2.1.2 verwiesen.Wir erl�autern diese Konstruktion an einem Beispiel.BeispielEs sei n = 45. Wir erhalten eine Basis von I �uber eine Basis von L(45)�, diewir durch Vereinigung von Basen Wd � Gd der (Yd)� mit dj45 erhalten. Wirbestimmen zun�achst die Wd:d = 3: Wir lesen die Basis direkt aus (176) ab und erhaltenW3 = f[3; 1]g (181)als Basis von hG3i�.



4.3 Eine Basis des allgemeinen Stickelbergerideals 101d = 5: Hier ist nach (176) W5 = f[5; 1]; [5; 2]g (182)eine Basis von hG5i�.d = 9: Eine Quasinormalbasis von (Y9)� erhalten wir aus dem Fall \sonstige"in Abschnitt 2.1.2. Nach (84) ist [G0; ;; ;] mit G0 = H9�A[3 eine Quasi-normalbasis von Z(9) = Y9. Dabei ist H9 = f1g und A[3 = f1; 2g, wasunter Verwendung der Abbildungen aus (178) explizit (in Analogie zu(149)) W9 = f[9; 4]; [9; 7]g (183)als Basis von Z(9)� ergibt.d = 15: Eine Quasinormalbasis [G0; G+; G�] von Z(15) entnehmen wir demFall \quadratfrei und ungerade" aus Abschnitt 2.1.2. Wir erhalten ins-besondere G0 = f(1; 2)g, G� = ; und das hier nicht interessierendeG+ = f(1; 1)g. Mit (178) ist daher nach Lemma 1.2.10W15 = f[15; 7]g (184)eine Basis von Z(15)�.d = 45: Wie f�ur d = 9 entnehmen wir G0 und G� dem Fall \sonstige" inAbschnitt 2.1.2, und erhalten G� = ; und G0 = H9 � A[3 � G[5, mitH9 = f1g, A[3 = f1; 2g und G[5 = f2; 3; 4g. Es ist alsoG0 = f(1; 1; 2); (1; 1; 3); (1; 1; 4); (1; 2; 2); (1; 2; 3); (1; 2; 4)g; (185)und unter Verwendung von (178) istW45 = f[45; 22]; [45; 13]; [45; 4]; [45; 7]; [45; 43]; [45; 34]g (186)eine Basis von Z(45)�.Die Vereinigung von (181), (182), (183), (184) und (186) ergibtW = f[45; 22]; [45; 13]; [45; 4]; [45; 7]; [45; 43]; [45; 34]; [15; 7];[9; 4]; [9; 7]; [5; 1]; [5; 2]; [3; 1]g (187)als Basis von L(n)�. Die Basis von I erhalten wir schlie�lich durch die Abbil-dung [d; a] 7! �(an=d) und Hinzunahme von ! aus (165). Also istf!; �(22); �(13); �(4); �(7); �(43); �(34); �(21); �(20); �(35); �(9); �(18); �(15)g(188)eine Basis des allgemeinen Stickelbergerideals I f�ur n = 45.



102 4.4 Ennolarelationen f�ur Stickelbergerelemente4.4 Ennolarelationen f�ur StickelbergerelementeDie Frage, ob alle Relationen, die zwischen den Stickelbergerelementen beste-hen, vom Typ (160) und (161) sind, l�a�t sich nun analog zu der entsprechendenFrage f�ur Kreiseinheiten in Abschnitt 3.4 beantworten.Es sei L(n) der n-te kombinierte Zeilenfaktormodul. In Satz 4.2.3 erhielten wireinen Isomorphismus zwischen L(n)� und I=h!i. Genauer wurde die Exaktheitder Sequenz 0! T ! L(n)=(1 + �)L(n)! I=h!i ! 0 (189)bewiesen, wobei T die Torsionsgruppe von L(n)=(1 + �)L(n) ist. Wie imBeweis zu Satz 4.2.3 ausgef�uhrt, werden die Relationen (160) und (161) erfa�tals die \Normrelationen" und \komplexe Konjugationsrelationen" des ModulsL(n)=(1 + �)L(n).Relationen innerhalb von I=h!i, die nicht durch (160) und (161) entstehen,werden durch die Torsionsgruppe T gegeben. Wir nennen diese Relationen inAnalogie zur Situation bei den Kreiseinheiten Ennolarelationen.Mit einer Normalbasis von L(n) lassen sich wie in Algorithmus 3.4.2 undSatz 3.4.3 f�ur Kreiszahlen die Torsionsgruppe T und damit die Ennolarela-tionen gem�a� Lemma 1.2.10 bestimmen. Wir beschreiben diese Konstruktionzun�achst als Algorithmus und interpretieren das Ergebnis im darau�olgendenSatz.Algorithmus 4.4.1 Der folgende Algorithmus konstruiert Relationen inner-halb des allgemeinen Stickelbergerideals I, die nicht von Relationen gem�a�(160) und (161) erzeugt werden.1. (Normalbasen der Yd) Man berechne zu jedem 1 < djn jeweils eine Nor-malbasis Bd zu Yd. Die Yd sind dabei wie in (175) de�niert, n�amlich alshGdi falls d Primzahl ist und als Kreismoduln Z(d) sonst.Normalbasen f�ur Kreismoduln wurden ausf�uhrlich in Abschnitt 2.1.2 be-handelt. Normalbasen f�ur hGdi konstruiert man gem�a� Abschnitt 1.4.2.2. (Normalbasis des kombinierten Kreismoduls) Man konstruiere aus denNormalbasen der Yd eine Normalbasis [E0; E+; E�] des kombiniertenKreismoduls L(n) mittels Algorithmus 1.6.15.3. (Kreismodul ! Stickelbergerideal) Der Zusammenhang zwischen L(n)und I ist gem�a� Satz 4.2.3 durch die Abbildung � : [a; d] 7! �(an=d)gegeben, die die Elemente [a; d] 2 Gd f�ur djn von L(n) auf die Stickel-bergerelemente abbildet.Nach Lemma 1.2.10, c, ii erzeugt E+ die Torsionsgruppe T des ModulsL(n)=(1+�)L(n) (siehe dazu auch den folgenden Satz 4.4.2). Man bildealso mit � die Elemente aus E+ auf I ab.



4.4 Ennolarelationen f�ur Stickelbergerelemente 1034. (Berechnung des !-Anteils) Das Bild von E+ unter � aus Schritt 3 isteine Linearkombination der �(i) f�ur i = 1; : : : ; n� 1, die nach (168) inI=h!i verschwindet, also zu einer Relationn�1Xi=1 �i�(i) 2 h!i (190)mit �i 2 Z f�uhrt. Die �(i) sind explizit in (159) de�niert. Man rechnedie linke Seite aus und bestimme damit � 2 Z so, da�nXi=1 �i�(i) + �! = 0 (191)gilt.Satz 4.4.2 Zu n > 2 sei r die Anzahl der Primteiler von n undc := ( 2r�1 � 1 falls n 6� 2 mod 4;2r�2 falls n � 2 mod 4: (192)Dann existieren in I genau 2c verschiedene Ennolarelationen, die von c ver-schiedenen Relationen erzeugt werden. Mit anderen Worten, es existiert eineMenge von Ennolarelationen fd1; : : : ; dcg im freien Z-Erzeugnis der Mengef�(i); 1 � i < ng [ f!g, so da� jede Ennolarelation von der FormcXi=1 �idi (193)mit � 2 f0; 1g ist. Die di f�ur i = 1; : : : ; c erh�alt man explizit aus Algorith-mus 4.4.1.BeweisDer Wert c ergibt sich aus Lemma 2.2.10, das den Wert m+(L(n)) und damitdie M�achtigkeit von dem in Algorithmus 4.4.1, Schritt 2, konstruierten E+liefert.Ennolarelationen sind gegeben als Torsionsanteil von L(n)=(1 + �)L(n). InLemma 1.2.10, c, ii wird angegeben, wie die Torsionsgruppe explizit aus einerNormalbasis berechnet wird, woraus insbesondere (193) folgt. qed.Im folgenden erl�autern wir Algorithmus 4.4.1 durch ein Beispiel, in dem wireine Ennolarelation f�ur n = 15 berechnen. Anschlie�end geben wir eine Enno-larelation f�ur n = 5005 an.BeispieleEs sei n = 15. Da nach Lemma 2.2.10 m+(L(15)) = 1 ist, existiert genau eineEnnolarelation, die wir im folgenden konstruieren werden. Dazu ben�otigen wirzun�achst Normalbasen der Yd f�ur d = 3; 5; 15:



104 4.4 Ennolarelationen f�ur Stickelbergerelemented = 3,5 Es ist Yd = hGdi. Normalbasen Bd = [E0d ; ;; ;] von Yd sind (wie in(181) und (182)) gegeben durchE03 := f[3; 1]g und E05 := f[5; 1]; [5; 2]g: (194)d = 15 Es ist Z(15) = Z(3) 
 Z(5), und wir erhalten nach Satz 1.3.4. eineNormalbasis von Z(15) aus Normalbasen von Z(3) und Z(5). Die beidenletzteren konstruieren wir gem�a� Lemma 1.4.6. Insgesamt ist mitF 03 = ;; F+3 = ;; F�3 = f[3; 1]g;F 05 = f[5; 2]g; F+5 = ;; F�5 = f[5; 1] + [5; 2]g;F 015 = f([3; 1]; [5; 2])g; F+15 = f([3; 1]; [5; 1]) + ([3; 1]; [5; 2])g (195)und F�15 = ; jeweils eine Normalbasis [F 0d ; F+d ; F�d ] von Z(d) f�ur d =3; 5; 15 de�niert.Fassen wir Z(15) gem�a� Satz 2.1.3 als Erzeugnis von G15 auf, das hei�t,wenden wir � aus (178), homomorph fortgesetzt auf hG3 � G5i, auf F+15an, so ist �(F+15) = f[15; 1] + [15; 7]g.Algorithmus 1.6.15 liefert nun eine Normalbasis von L(15). Dies geschiehtdadurch, da� wir das MEn-System �(15) := (Md; Ed; nd)dj15 gem�a� De�ni-tion 2.2.1 betrachten. Konkret ist nach dieser De�nition in �(15) jeweilsMd = hGdi f�ur dj15. Desweiteren ist E1 = E3 = E5 = ;, und E15 und dieWirkung von n15 auf E15 ist gem�a� der folgenden Tabelle gegeben:E15 n15(s(� � �))s(15; 5; 1) = [15; 1] + [15; 4] + [15; 7] + [15; 13] [3; 2]� [3; 1]s(15; 5; 2) = [15; 2] + [15; 8] + [15; 11] + [15; 14] [3; 1]� [3; 2]s(15; 3; 1) = [15; 1] + [15; 11] [5; 2]� [5; 1]s(15; 3; 2) = [15; 2] + [15; 7] [5; 4]� [5; 2]s(15; 3; 3) = [15; 13] + [15; 8] [5; 1]� [5; 3]s(15; 3; 4) = [15; 4] + [15; 14] [5; 3]� [5; 4] (196)
Mit den Normalbasen der Yd = Md=hEdi aus (195) als Eingabe konstruierenwir, indem wir Algorithmus 1.6.15 auf �(15) anwenden, eine Normalbasis[G0; G+; G�] von L(15), und erhalten dabei insbesondere (G0 und G� inter-essieren hier nicht weiter)G+ := f[15; 1] + [15; 7]� [5; 1]� [3; 1]g: (197)Die Abbildung [d; a] 7! �(an=d) liefert�(1) + �(7)� �(3)� �(5) = �! (198)f�ur ein � 2 Z. Durch direktes Einsetzen der De�nition von �(�) gem�a� (159)in die linke Seite von (198) rechnen wir � = 0 aus und erhalten�(1) + �(7)� �(3)� �(5) = 0 (199)als Ennolarelation.



4.4 Ennolarelationen f�ur Stickelbergerelemente 105Diese Konstruktion l�a�t sich mit SIMATH [14] implementieren, und wir erhal-ten f�ur n = 5005 = 5 � 7 � 11 � 13 die Relation�(1)+�(2)+�(16)+�(57)+�(71)+�(92)+�(122)+�(136)+�(157)+�(211)+�(212)+�(276)+�(302)+�(331)+�(366)+�(367)+�(421)+�(422)+�(456)+�(486)+�(521)+�(562)+�(576)+�(577)+�(617)+�(652)+�(716)+�(717)+�(731)+�(771)+�(772)+�(786)+�(807)+�(862)+�(926)+�(927)+�(981)+�(1002)+�(1016)+�(1017)+�(1046)+�(1072)+�(1081)+�(1136)+�(1137)+�(1171)+�(1212)+�(1226)+�(1277)+�(1291)+�(1332)+�(1366)+�(1367)+�(1422)+�(1431)+�(1457)+�(1486)+�(1487)+�(1501)+�(1522)+�(1576)+�(1577)+�(1641)+�(1696)+�(1717)+�(1731)+�(1732)+�(1772)+�(1786)+�(1787)+�(1851)+�(1886)+�(1926)+�(1927)+�(1941)+�(1982)+�(2017)+�(2047)+�(2081)+�(2082)+�(2136)+�(2137)+�(2172)+�(2201)+�(2227)+�(2291)+�(2292)+�(2346)+�(2367)+�(2381)+�(2411)+�(2432)+�(2446)+�(2487)+�(2501)+�(2502)+�(2577)+�(2641)+�(2642)+�(2656)+�(2696)+�(2697)+�(2731)+�(2732)+�(2787)+�(2796)+�(2851)+�(2852)+�(2887)+�(2927)+�(2941)+�(2942)+�(3006)+�(3061)+�(3082)+�(3096)+�(3137)+�(3151)+�(3202)+�(3216)+�(3291)+�(3292)+�(3347)+�(3356)+�(3382)+�(3411)+�(3412)+�(3446)+�(3447)+�(3501)+�(3502)+�(3566)+�(3642)+�(3656)+�(3657)+�(3697)+�(3711)+�(3732)+�(3776)+�(3797)+�(3811)+�(3851)+�(3852)+�(3866)+�(3942)+�(4006)+�(4007)+�(4061)+�(4062)+�(4096)+�(4097)+�(4126)+�(4152)+�(4161)+�(4216)+�(4217)+�(4292)+�(4306)+�(4357)+�(4371)+�(4412)+�(4426)+�(4447)+�(4502)+�(4566)+�(4567)+�(4581)+�(4621)+�(4656)+�(4657)+�(4712)+�(4721)+�(4776)+�(4777) + �(4811) + �(4812) + �(4852) + �(4866) + �(4867) + �(4931)� �(5) +�(45)+ �(120)+ �(185)� �(355)+ �(365)+ �(430)+ �(500)+ �(575)+ �(640)+�(885) + �(890) + �(925) + �(955) + �(1135) + �(1200) + �(1275) + �(1340) +�(1345)+�(1410)��(1510)+�(1550)+�(1615)+�(1695)��(1720)+�(1730)+�(1795)+�(1940)+�(2005)��(2280)+�(2290)+�(2320)+�(2355)+�(2385)+�(2565)+�(2705)+�(2710)+�(2770)+�(2775)+�(2850)��(2875)+�(2980)+�(3060)��(3085)+�(3095)+�(3125)+�(3160)+�(3305)+�(3370)+�(3620)��(3645)+�(3720)+�(3750)+�(3760)+�(4005)+�(4075)+�(4135)+�(4140)+�(4215)��(4240)+�(4280)+�(4460)+�(4490)+�(4525)+�(4530)+�(4735)+�(4775)+�(4915)+�(4985)��(14)��(112)��(189)��(259)��(294)��(322)��(392)��(399)��(469)��(497)��(504)��(574)��(644)��(714)��(854)��(882)� �(952)� �(959)� �(1029)� �(1064)� �(1099)� �(1169)� �(1407)��(1414)��(1477)��(1484)��(1554)��(1624)��(1652)��(1659)��(1862)��(1869)��(1939)��(2009)��(2037)��(2107)��(2114)��(2219)��(2247)��(2317)��(2324)��(2394)��(2429)��(2499)��(2562)��(2569)��(2779)��(2807)��(2884)��(2954)��(2989)��(3017)��(3024)��(3192)��(3339)��(3374)��(3402)��(3409)��(3472)��(3479)��(3577)��(3584)��(3654)��(3794)��(3864)��(3934)��(3962)��(4032)��(4039)��(4109)��(4144)��(4172)��(4249)��(4319)��(4354)��(4487)��(4494)��(4557)��(4564)��(4704)� �(4739)� �(4809)� �(4942)� �(4949)� �(22)� �(176)� �(187)��(341) � �(627) � �(781) � �(792) � �(946) � �(1177) � �(1331) � �(1342) ��(1496)��(1782)��(1947)��(2101)��(2332)��(2486)��(2497)��(2871)�



106 4.4 Ennolarelationen f�ur Stickelbergerelemente�(3102)��(3476)��(3487)��(3641)��(3872)��(4026)��(4191)��(4477)��(4631)��(4642)��(4796)��(26)��(208)��(221)��(468)��(481)��(676)��(741)� �(923)� �(936)� �(1196)� �(1391)� �(1586)� �(1651)� �(1768)��(2041)��(2106)��(2301)��(2483)��(2496)��(2756)��(2951)��(3016)��(3198)��(3211)��(3471)��(3666)��(3926)��(4043)��(4316)��(4381)��(4498)� �(4758)� �(4771)� �(105) + �(490) + �(840) + �(945) + �(1225) +�(1260)+2�(1610)+�(1645)+�(1715)��(1960)+�(2065)+�(2100)��(2450)+�(2765)��(2835)+2�(3535)+�(3570)+�(3920)+�(3990)+�(4025)��(4270)+�(4340)+ �(4410)� �(4655)+ �(4690)� �(4725)+ �(4795)� �(110)� �(495)��(825)��(1265)��(2420)��(3190)��(3630)+�(3905)��(4345)��(4400)��(4785)��(130)��(1495)��(1560)+�(2340)��(2925)��(3705)+�(4615)+2�(462)+�(1309)+�(2387)+�(2464)+�(3157)+2�(4312)+�(4389)+�(182)+�(637)+�(1092)+�(1456)+�(1547)+�(2457)+�(3276)+�(3367)+�(3822)+�(4277)+ �(286)+ �(2288)+ �(2431)+ �(3146)+ �(385)+ �(770)+2�(1155)�3�(1540) + �(2310) + �(455)� �(1365)� �(2275) + �(1430) + 56! = 0als Ennolarelation.Das zur Berechnung dieser Relation benutzte Programm ist im wesentlicheneine modi�zierte Form des im Anhang beschriebenen Programms f�ur Kreis-einheiten. Wir skizzieren im folgenden, wie sich zumindest f�ur ungeradesquadratfreies n veri�zieren l�a�t, da� diese Relation in der Tat nicht aus Rela-tionen aus (160) und (161) gebildet wird. Es sei darauf hingewiesen, da� sichdieser Test mit etwas mehr Aufwand auch auf allgemeines n anwenden l�a�t.� Es sei J das freie Erzeugnis von ! und der Elemente �(i) f�ur i = 1; : : : ; n.Weiter seiE := fa 2 f1; : : : ; n� 1g; [a mod p] 2 f1; p� 1g f�ur alle pjn primg:(200)Auf J de�nieren wir den gewichteten Augmentationshomomorphismusmodulo 2 gem�a�gaug : J ! Z=2Zn�1Xi=1 �i�(i) + �! 7! 0@Xj2E �j1A mod 2: (201)� Fa�t man die Relationen aus (160) und (161) als Elemente von J auf(indem man \=" durch \�" ersetzt), so zeigt man, da� gaug auf diesenElementen jeweils gleich Null ist. F�ur (160) erh�alt man dies direkt aus[n � a mod p] = p � a. F�ur (161) benutze man, da� im Fall a 62 E dieMenge X := fa + � nd ; � = 0; : : : ; d� 1g mit E leeren Schnitt hat, undim anderen Fall in X genau in gerader Anzahl die x aus E vorkommen,die x � a mod n=d erf�ullen. Dies l�a�t sich mit elementarer Kongruenz-rechnung nachrechnen.



4.4 Ennolarelationen f�ur Stickelbergerelemente 107� Da gaug Homomorphismus ist, hat jedes Element aus J , das sich als Kom-bination von Relationen gem�a� (160) und (161) darstellen l�a�t, ebenfallsgewichtete Augmentation Null modulo 2.Die oben berechnete Relation hat aber gewichtete Augmentation Eins,da �(1) das einzige �(i) mit i 2 E ist, das in obiger Relation vorkommt.



108 A.1 Der Algorithmus f�ur KreiszahlenA Anhang: Algorithmische UmsetzungBei der Diskussion der einzelnen Konstruktionen von Basen im Rahmen dieserArbeit wurde immer wieder auch auf die explizite Berechenbarkeit der Basenhingewiesen.In Bezug auf Basen stellt sich zus�atzlich die Frage, wie man die Basisdarstel-lung von einer gegebenen Kreiseinheit erh�alt. In diesem Anhang geben wirdazu einen Algorithmus an, der eine solche Darstellung berechnet, wobei aufdie bisher entwickelten Methoden zur�uckgegri�en wird. Das urspr�unglicheProblem, die Bestimmung einer Basis der Kreiseinheiten, ist mit dem folgen-den Algorithmus ebenfalls abgedeckt, indem man alle Kreiseinheiten 1 � �anbeziehungsweise 1� �an1� �n f�ur 1 � a < n durchl�auft und diejenigen ausgibt, dieals Basisdarstellung sich selbst haben.Der Algorithmus wurde in der objektorientierten Programmiersprache C++mit Hilfe von SIMATH [14] implementiert, und das dabei entstandene Pro-gramm ist unter http://emmy.math.uni-sb.de/�marc frei erh�altlich. Die fol-gende Beschreibung der Algorithmen in diesem Anhang ist m�oglichst imple-mentierungsnah gew�ahlt. Um dabei aber nicht den Bezug zu den in dervorliegenden Arbeit entwickelten Methoden zu verlieren, wird zu jedem Al-gorithmus erl�autert, wie die einzelnen Schritte mit diesen Methoden zusam-menh�angen.Zun�achst behandeln wir den einfacheren Fall der Kreiszahlen. Anschlie�endgeben wir einen Algorithmus f�ur die Kreiseinheiten an, der auf dem f�ur dieKreiszahlen aufbaut. Schlie�lich werden im letzten Abschnitt einige Beispiel-rechnungen vorgef�uhrt.A.1 Der Algorithmus f�ur KreiszahlenWir arbeiten im Algorithmus mit den folgenden Objekten:� Erzeugende Kreiszahlen 1� �an, mit n 2 N und a 2 Gn, im folgenden mitun;a oder u�, wobei � das Tupel (n; a) darstellt, bezeichnet.� Produkte P = Q ua�� := Q(1 � �an)a� von den Kreiszahlen, wobei dasProdukt alle Tupel � = (n; a) mit n 2 N und a 2 Gn durchl�auft, aberfast alle a� = 0 sind.Eine grobe Version eines Algorithmus, der die Basisdarstellung einer Kreiszahlberechnet, sieht wie folgt aus.Algorithmus A.1.1 Gegeben sei ein Produkt Q ua�� . Der folgenden Algorith-mus berechnet eine Basisdarstellung dieses Produkts.0. Setze P := Q ua�� .



A.1 Der Algorithmus f�ur Kreiszahlen 1091. Sind alle u� mit a� > 0 Basiselemente, dann be�ndet sich P bereits inBasisdarstellung. Gib P aus und beende den Algorithmus.2. W�ahle k mit ak 6= 0, so da� uk kein Basiselement ist.3. Schreibe \in geeigneter Weise" uk = Q ub�� .4. Setze P := u�akk Q ua�+akb�� .5. Gehe zu Schritt 1.Der Erfolg des Algorithmus steht und f�allt mit der Realisierung von Schritt 3,der Darstellung von uk in \geeigneter Weise". O�ensichtlich ist uk = uk inSchritt 3 nicht geeignet, und das andere Extrem, die Vorschrift \Schreibe ukals Produkt von Basiselementen", gewisserma�en eine Paraphrasierung vonAlgorithmus A.1.1, also auch nicht brauchbar.Im folgenden benennen wir den umst�andlichen Ausdruck \schreibe uk als" kurzmit \uk entwickeln". Algorithmus A.1.1 liest sich dann in Kurzfassung:Entwickle die Faktoren uk von Q ua�� so lange, bis es nichts mehrzu entwickeln gibt.Dabei sind wir an einer m�oglichst einfach realisierbaren Entwicklung inter-essiert, die aber dennoch in Algorithmus A.1.1 weiterf�uhrt.Wir werden die folgenden elementaren M�oglichkeiten benutzen, um uk zu ent-wickeln, die wir hier zun�achst benennen und sp�ater explizit algorithmischbeschreiben werden.B) Entwickle gar nicht, uk liegt bereits in der Basis B.S) Entwickle durch komplexe Konjugation.Z-p) Entwickle mit Hilfe der Zeilensumme bez�uglich einem Primteiler p von n.E) Entwickle nach Ennola.H) Entwicklung von u2;1.Wir geben nun mit einer anschlie�enden Erl�auterung einen Algorithmus an, derentscheidet, welches uk wie entwickelt werden soll. Danach geben wir in zweiweiteren Algorithmen die Entwicklungen explizit an, und zeigen schlie�lich,da� mit dieser Wahl Algorithmus A.1.1 das Gew�unschte liefert. Mit derSchreibweise c := a mod q meinen wir im folgenden dasjenige c 2 Gq mitc � a mod q.Algorithmus A.1.2 Es sei eine erzeugende Kreiszahl u� gegeben. Der fol-gende Algorithmus entscheidet, wie u� = un;a f�ur n 2 N und a 2 Gn entwickeltwerden soll. Er liefert also eine der Methoden B, S, Z-p, E oder H zur�uck.



110 A.1 Der Algorithmus f�ur Kreiszahlen0. (Initialisierung) Es sei n = p�11 � � � p�rr die eindeutige Zerlegung in Prim-faktoren, und qi := p�ii .1. (Entscheidung) Behandle den ersten der folgenden F�alle, der auf n zu-tri�t:I) n = 2? Gib H aus.II) n = 4? Ist a = 1, so gib B aus, sonst S.III) n = p1 Primzahl? Ist a < p1=2, so gib B aus, sonst S.IV) n � 2 mod 4? Gib Z-2 aus.V) n quadratfrei oder n = 4u mit u quadratfrei? F�ur i = 1; : : : ; r seiai := a mod qi.V,i) Sind alle ai = 1 f�ur i = 1; : : : ; r, so gib E aus, falls r ungeradeund gib B aus, falls r gerade.V,ii) Es sei l minimal mit al 6= 1. Ist al < ql=2, so gib S aus.V,iii) Sind alle ai f�ur i = l; : : : ; r ungleich qi � 1, so gib B aus.V,iv) Es sei k minimal mit ak = qk � 1. Gib Z-pk aus.VI) alle sonstigen n: F�ur i = 1; : : : ; r sei ai := a mod pi falls �i = 1.Ansonsten sei �i := a mod qi=pi und ai := ((a mod qi)� �i)=p�i�1i .VI,i) Es sei l minimal mit ql 6= 4 und �l > 1. Ist �l > p��1l =2, so gibS aus.VI,ii) Ist ai 6= pi � 1 f�ur alle i = 1; : : : ; r, dann gib B aus.VI,iii) Es sei l minimal mit al = pl � 1. Gib Z-pl aus.Wir geben kurz an, wie dieser Algorithmus mit den bisher entwickelten Ba-siskonstruktionen zusammenh�angt. Die F�alle I und II sind lediglich Spezial-f�alle, die aus der Nichtgutartigkeit des Kreissystems zu n = 4 resultieren (manvergleiche Fall b, ii von Satz 2.2.14).Fall III behandelt den Fall, da� n = p Primzahl ist. In diesem Fall istdD(p) �= hGpi+. Die im Algorithmus zugrundegelegte Basis von hGpi+ istf1; : : : ; bp=2cg.Fall IV ist der triviale Fall n � 2 mod 4. In diesem Fall ist Z(n) = 0, undzwar deswegen, weil a 2 Gn gleichzeitig gleich s(n; 2; a), das hei�t, gleich derZeilensumme �uber die Komponente G2 ist. In diesem Fall entwickeln wir agem�a� [a] = s(n; 2; a) = �nn(s(n; 2; a)).In Fall V und VI wird die Quasinormalbasis aus Abschnitt 2.1.2 zugrundegelegt.Um den Algorithmus vollst�andig zu erkl�aren, mu� noch angegeben werden, wiedie Entwicklungen konkret aussehen. Zun�achst geben wir die Entwicklungenan, die durch Normrelationen und komplexe Konjugation entstehen.Algorithmus A.1.3 Die Entwicklungen S, Z-p und H f�ur eine erzeugendeKreiszahl uk = un;a aus Algorithmus A.1.2 werden explizit wie folgt berechnet.



A.1 Der Algorithmus f�ur Kreiszahlen 111S: Mit S bezeichnen wir die Entwicklung mit Hilfe der Relation, die durchkomplexe Konjugation entsteht. Wir nutzen also un;a = un;n�a aus, undgeben daher un;n�a zur�uck.Z-p: Hier nutzen wir die Normrelation, die durch Bildung der Relativnormvon Q(�n) ! Q(�n=p) entstehen, aus (vergleiche (118)). Explizit hei�tdas, da� wir das Produkt uks�1p n(sp)�1 zur�uckgeben. Mit d := n=p undb := a mod d berechnen sich n(sp) und die Zeilensumme sp wie folgt:sp: F�ur i = 0, . . . , p� 1 sei ci := b + id. Setzesp := Yi=0;:::;p�1(ci;n)=1 un;ci: (202)n(sp): Gilt pjd, so setze n(sp) := u�1d;b. Ansonsten setze n(sp) := u�1d;bud;bcmit c := p�1 mod d.H: F�ur u2;1 ist eine Sonderbehandlung erforderlich (vergleiche etwa die Dis-kussion um die Nichtgutartigkeit des Kreissystems im Fall n � 0 mod4). Begr�undet durch die Normrelation u2;1 = u4;1u4;3 geben wir u4;1u4;3zur�uck.Im folgenden geben wir an, wie die in Satz 3.4.1 entwickelte Ennolarelationalgorithmisch umgesetzt wird. Dabei benutzen wir die Tatsache, da� dasQuadrat der Ennolarelation wiederum eine Relation ist, die aus RelationenZ-p, S und H zusammengesetzt ist. Es reicht daher aus, eine geeignete Rela-tion u2k = Q ua�� anzugeben, die so aufgebaut ist, da� bei der Berechnung derBasisdarstellung Q ub�� von Q ua�� nicht mehr uk entwickelt werden mu�. AlsBasisdarstellung von uk erhalten ist dann Q ub�=2� . An dieser Stelle wird derder Algorithmus also rekursiv.Algorithmus A.1.4 Es sei eine erzeugende Kreiszahl uk gegeben. Der fol-gende Algorithmus berechnet die Entwicklung E nach Ennola.0. (Initialisierung) Es sei n = p�11 � � � p�rr die eindeutige Zerlegung von n inPrimzahlpotenzen. Es sei weiter qi := p�ii .1. (Der Sq-Operator) Zun�achst f�uhren wir den Operator Sq auf einer erzeu-genden Kreiszahl un;b f�ur q = qi ein. Dieser Operator ordnet un;b dieerzeugende Kreiszahl un;c zu mit c � �b mod q und c � b mod n=q.2. (Die Sq-Spur) Setze v(1) := uk und berechne f�ur i = 1; : : : ; r jeweilsv(i+1) := Sqiv(i).3. (Berechnung der Zeilensummen) Zu jedem pi und v(i) mit i = 1; : : : ; rberechne das Produkt Qi := spin(spi) mit spi und n(spi) wie in Teil Z-pin Algorithmus A.1.3.



112 A.1 Der Algorithmus f�ur Kreiszahlen4. (Berechnung der Wechselsumme) Setze P := v(1)v(r+1) rYi=1Q(�1)ii .5. (Entwicklung und Ausgabe) Berechne mit Algorithmus A.1.1 die Basis-darstellung Q ua�� von P . Gib Q ua�=2� als Basisdarstellung von uk aus.Es ruft Algorithmus A.1.4 demnach rekursiv den urspr�unglichen AlgorithmusA.1.1 auf. Dies stellt kein prinzipielles Problem dar, da bei der Entwicklungvon P in Schritt 5 diese Ennolaentwicklung nicht mehr genutzt wird. In denBeispielen zeigen wir, wie sich die Rekursion vermeiden l�a�t, was den Algo-rithmus insgesamt beschleunigt.Wir skizzieren im folgenden, wie sich die Korrektheit von Algorithmus A.1.1beweisen l�a�t.Satz A.1.5 Es liefert Algorithmus A.1.1 in Verbindung mit den AlgorithmenA.1.2, A.1.3 und A.1.4 in der Tat eine Basisdarstellung eines Produktes Q ua�� .BeweisskizzeMan �uberpr�uft zun�achst, da� in Algorithmus A.1.2 genau dann B ausgegebenwird, falls uk ein Basiselement ist. Au�erdem spiegeln die einzelnen Entwick-lungsschritte E, Z-p, S und H die Relationen, die durch Zeilensummen unddurch komplexe Konjugation entstanden sind, wider. Das hei�t, in jedemSchritt von Algorithmus A.1.1 stellt P in der Tat immer die gleiche Kreiszahldar.Aus dieser Beobachtung heraus erhalten wir:Terminiert Algorithmus A.1.1, so liefert er eine Basisdarstellung.Mit anderen Worten, bisher ist gezeigt, da� der Algorithmus entweder un-endlich lange l�auft, oder aber eine Basisdarstellung liefert. Es bleibt zu zeigen,da� der Algorithmus terminiert.Die Idee dazu besteht darin, da� wir eine vollst�andige Ordnung \<" der ukangeben, die die folgenden Eigenschaften hat:A) Es existieren nur endliche viele ul mit ul < uk.B) Ist uk kein Basiselement, und entwickelt man uk einmal mit Hilfe derAlgorithmen A.1.2, A.1.3 und A.1.4 zu uk = Q ua�� , dann gilt u� < ukf�ur alle � mit a� 6= 0.Da� der Algorithmus terminiert ist mit dieser Ordnung direkt einzusehen, denndie uk, die keine Basiselemente sind, verkleinern sich im Sinne dieser Ordnungbei jedem Durchlauf von Schritt 4 in Algorithmus A.1.1. Die Bedingung Averhindert aber einen unendlichen Abstieg.Im Rest dieses Beweises de�nieren wir die Ordnung auf den erzeugenden Ele-menten uk, die die Eigenschaften A und B erf�ullt.



A.2 Der Algorithmus f�ur Kreiseinheiten 113Im folgenden geben wir an, wie wir jeder erzeugenden Kreiszahl uk ein 4-Tupel �(uk) = (c1; c2; c3; c4) 2 N40 zuordnen. Diese Tupel seien ihrerseitslexikographisch geordnet, das hei�t, (c1; c2; c3; c4) < (d1; d2; d3; d4) gelte genaudann, wenn l 2 f1; 2; 3; 4g existiert mit cl < dl und ci = di f�ur 1 � i < l.Bei der nachfolgenden Festlegung von � zeigt sich, da� jedes 4-Tupel nurendlich viele Urbilder uk unter � hat. Die uk mit jeweils gleichem � -Wertseien irgendwie geordnet. Ansonsten sei uk < ul, falls �(uk) < �(ul) ist.Wir verwenden zur De�nition von � die Bezeichnungen und Fallunterscheidun-gen aus Algorithmus A.1.2: Zu uk = un;a schreiben wir n = p�11 � � � p�rr undqi := p�ii . Wir legen � wie folgt fest (es gilt der erste zutre�ende Fall):I) n = 2? Es sei �(u2;1) = (4; 4; 0; 0).II) n = 4? Es seien �(u4;3) = (4; 3; 0; 0) und �(u4;1) = (4; 0; 0; 0).III) n = p1 Primzahl? Es sei �(un;a) = (n; 0; 0; 0) f�ur a < p1=2, sonst(n; 1; 0; 0).IV) n � 2 mod 4? Es sei �(un;a) = (n; 0; 0; 0).V) n quadratfrei oder n = 4u mit u quadratfrei? F�ur i = 1; : : : ; r seiai := a mod qi. Es sei � 2 f1; : : : ; r+1g maximal, so da� ai 2 f1; p�� 1gf�ur 0 < i < � ist. Weiter sei � = 1, falls a� < q�=2 und � = 0 sonst.Schlie�lich sei � die Anzahl der ai mit ai = qi � 1, f�ur i = 1; : : : ; r. Mitdiesen Werten de�nieren wir �(un;a) = (n; �; �; �).VI) alle sonstigen n: F�ur i = 1; : : : ; r sei ai := a mod pi, falls �i = 1. Sonstsei �i := a mod qi=pi und ai := ((a mod qi)� �i)=p�i�1i .Es sei l minimal mit p�ll 6= 4 und �l > 1. Es sei � = 1, falls �l > p�l�1l =2,und sonst � = 0. Schlie�lich sei � die Anzahl der ai mit ai = pi� 1. Wirde�nieren �(un;a) = (n; 0; �; �).A.2 Der Algorithmus f�ur Kreiseinheiten�Ahnlich wie bei den Kreiszahlen arbeiten wir mit den folgenden beiden Ob-jekten:� Erzeugende Kreiseinheiten vn;a, mit n 2 N und a 2 Gn, die auch mit v�bezeichnet werden, wobei � = (n; a) ist. Es ist vn;a = 1� �an, falls n keinePotenz einer Primzahl ist, und vq;a = (1� �aq)=(1� �q), falls n = q = p�die Potenz einer Primzahl ist.� Produkte Q = Q� va�� , wobei das Produkt alle Tupel � = (n; a) durch-l�auft, und fast alle a� = 0 sind.Zur Berechnung der Basisdarstellung von Q va�� benutzen wir die gleiche Strate-gie wie bei den Kreiszahlen, die in Kurzfassung so aussieht:



114 A.2 Der Algorithmus f�ur KreiseinheitenEntwickle die Faktoren vk von Q va�� so lange, bis es nichts mehr zuentwickeln gibt.Um die Entwicklungsstrategien f�ur Kreiseinheiten soweit wie m�oglich auf die-jenigen f�ur Kreiszahlen zur�uckzuf�uhren, stellen wir zun�achst einen Algorithmusvor, der ein Kreiszahlenprodukt Q ua�� in ein Kreiseinheitenprodukt Q vb�� um-rechnet. Die umgekehrte Umrechnung ist trivial, es ist jeweils vq;a = uq;a=uq;1,beziehungsweise vn;a = un;a zu setzen, je nachdem, ob n = q Primzahlpotenzist oder nicht.Algorithmus A.2.1 Es sei ein Produkt P = Q ua�� von erzeugenden Kreis-zahlen gegeben. Der folgende Algorithmus rechnet P in ein Produkt Q = Q vb��von erzeugenden Kreiseinheiten um, falls dieses m�oglich ist.0. (Initialisierung) Es sei m das kleinste gemeinsame Vielfache aller n mita� = an;a 6= 0 und m = p�11 � � � p�rr die eindeutige Zerlegung von m inPotenzen von Primzahlen. Es sei weiter qi = p�ii1. (Reduktion auf Primzahlpotenzen) De�niere Q als das Produkt der Fak-toren va�� , wobei � = (n; a) derart ist, da� n keine Primzahlpotenz ist.Streiche aus P die entsprechenden Faktoren ua�� . Jetzt besteht P nurnoch aus Faktoren der Form up�i ;a.2. (Umrechnung) F�uhre f�ur j = 1; : : : ; r, p := pj, � := �j und q := p� diefolgenden Schritte aus:I) F�uhre f�ur � = 1; : : : ; �� 1, alle a 2 Gp� und � = (p�; a) die folgen-den Operationen aus:Q := Qva�� ,P := P=((u�=sp)a� ) mit sp = p�1Yi=0 up�+1;1+ip� .II) Es sei q = p�. F�ur alle a 2 Gq und � = (q; a) f�uhre die folgendenOperationen aus:Q := Qva�� ,P := P=((u�=uq;1)a� ).3. (Entscheidung und Ausgabe) Ist P = 1, so ist Q das gesuchte Produkt.Sonst existiert keine Darstellung, das hei�t, das urspr�ungliche ProduktP liegt nicht in der Gruppe der Kreiseinheiten.Ist P0 das urspr�ungliche Produkt P beim Start des Algorithmus, so machtman die Beobachtung, da� nach jedem Schritt P0 = PQ gilt. Insbesonderewird in Unterschritt I von Schritt 2 die in (130) beschriebene Normrelationausgenutzt, auf Grund der up�;1 = sp ist.



A.2 Der Algorithmus f�ur Kreiseinheiten 115Da P in Schritt 3 h�ochstens aus Faktoren ua�� mit � = (p�; 1) besteht, die keineEinheiten und voneinander linear unabh�angig sind (Lemma 3.1.4), ist P genaudann gleich Eins, wenn P0 bereits eine Kreiseinheit ist.Algorithmus A.2.1 erm�oglicht es, das Problem der Kreiseinheiten im zusam-mengesetzten Fall zur�uckzuf�uhren auf das Entwickeln im Kreiszahlfall. Dieeigentliche Arbeit mu� nur noch getan werden, wenn v� = vq;a mit einerPrimzahlpotenz q ist. In diesem Fall gibt es die folgenden M�oglichkeiten derEntwicklung einer erzeugenden Kreiseinheit v�, die wir zun�achst au
isten undsp�ater explizit angeben:B) Entwickle gar nicht, v� ist Teil der Basis.S) Entwickle gem�a� komplexer Konjugation.Z) Entwickle �uber Zeilensummen gem�a� (45).T) Entwickle trivial zu 1 (beispielsweise vq;1).Der Entscheidungsalgorithmus sieht wie folgt aus.Algorithmus A.2.2 Es sei eine erzeugende Kreiseinheit vn;a gegeben. Derfolgende Algorithmus entscheidet, wie vn;a entwickelt werden soll, liefert alsoeine der Methoden B, E, Z-p, S, Z oder T zur�uck.Behandle den ersten der folgenden F�alle, der auf n zutri�t:I) n keine Potenz einer Primzahl? Gib B, S, Z-p oder E aus, je nachdemwas Algorithmus A.1.2 f�ur un;a liefert.II) n = 2 oder n = 4? Gib T aus.III) n Primzahl? Ist a = 1, gib T aus. Ist sonst a < p=2, so gib B aus, sonstS.IV) sonstige n (Es ist nun n = p� die Potenz einer Primzahl mit � > 1).IV,i) Setze � := a mod p��1 und b := (a� �)=p��1.V,ii) Ist � > p��1=2? Gib S aus.V,iii) Ist b 6= 0? Gib B aus.V,iv) Ist � = 1? Gib T aus.V,v) Gib Z aus.Die zugeh�origen Entwicklungsalgorithmen sehen folgenderma�en aus. Die Ent-wicklungsstrategien E und Z-p benutzen die Kreiszahlenalgorithmen. StrategieZ ist eine �Ubertragung von Gleichung (45).Algorithmus A.2.3 Die Entwicklungen E, Z-p, S, T und Z einer erzeugen-den Kreiseinheit vn;a aus Algorithmus A.2.2 werden wie folgt berechnet:



116 A.3 BeispieleE,Z-p: Entwickle vn;a als un;a mit Hilfe der Algorithmen A.1.1, A.1.2 undA.1.3 zu P = Q� ua�� . Rechne anschlie�end mit Algorithmus A.2.1 P zuQ = Q� vb�� um, und gib Q zur�uck.S: Gib vn;n�a zur�uck.T: Gib 1 zur�uck.Z: Schreibe n = p�. Gib vn;a(sa=s1)�1n(sa=s1)�1 zur�uck. Es ist dabei mitd := q=p und b := a mod d:sa := p�1Yi=1 vn;b+id (auch f�ur a = 1) und n(sas�11 ) := v�1d;b .Zum Schlu� sei noch angemerkt, da� der Korrektheitsbeweis des Algorith-mus zur Berechnung der Basisdarstellung bei Kreiseinheiten direkt analog zudem entsprechenden Beweis f�ur Kreiszahlen (Satz A.1.5) gef�uhrt werden kann.Dabei kann man zur De�nition der Ordnung auf den erzeugenden Kreisein-heiten vk sogar �(vk) := �(uk), mit � wie in der Beweisskizze zu Satz A.1.5angegeben, w�ahlen.A.3 BeispieleWir geben in diesem Abschnitt Beispiele f�ur Basen und Entwicklungen an.Einmal f�ur n = 60, da dies die kleinste Zahl ist, bei der eine Ennolarelationauftritt (Das Beispiel von Ennola in [4] ist �ubrigens f�ur n = 105), und f�urn = 16, als extremes Beispiel einer Primzahlpotenz. Schlie�lich zeigen wir eineEnnolarelation f�ur n = 3 � 4 � 5 � 7 � 11 = 4620.n = 60Eine Basis erh�alt man am einfachsten, indem man alle erzeugenden Einheitenmit Algorithmus A.2.2 �uberpr�uft und diejenigen mit Ergebnis B ausgibt. Man�ndet damit1� �3760, 1� �1720, 1� �20, 1� �715, 1� �15, 1� �12, 1� �251� �5als Basis von C(60).Wir geben nun exemplarisch an, wie u = 1��4160 als Produkt von Basiselementendargestellt wird. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, da� alle Gleichheitenmodulo Einheitswurzeln zu verstehen sind. Ob und nach welcher Methodeeine erzeugende Einheit jeweils entwickelt wird, entscheidet sich nach Algo-rithmus A.2.2. Liefert dieser nicht B, also liegt die erzeugende Einheit nichtin der Basis, so erhalten wir die Entwicklung explizit aus Algorithmus A.2.3.Es wird u = 1� �4160 nach Z-3 entwickelt. Wir erhalten:u = (1� �60)�1 (1� �20) �1� �720��1 : (203)



A.3 Beispiele 117Jetzt wird irgendeine erzeugende Einheit aus der rechten Seite von (203), dienicht selbst schon Basiselement ist, entwickelt. Im Prinzip ist es gleichg�ultig,welche von diesen erzeugenden Einheiten wir ausw�ahlen. Wir w�ahlen hierwie auch in den folgenden Schritten die gem�a� der in der Beweisskizze vonSatz A.1.5 de�nierten Ordnung gr�o�te, womit wir es vermeiden, eventuellzweimal die gleiche erzeugende Einheit zu entwickeln. Dementsprechend ent-wickeln wir nun 1� �60.Als Entwicklungsmethode erhalten wir E, das hei�t, wir entwickeln nach Al-gorithmus A.1.4. Wir f�uhren dabei jedoch nur die Schritte 0-4 aus. Denrekursiven Schritt 5 lassen wir weg. In Schritt 4 gilt (1� �60)2 = P , oderexplizit(1� �60)2 = �1� �2360��1 �1� �4760��1 (1� �30) �1� �1120��1 �1� �1720��1� �712��1 �1� �1112� : (204)Dieses in das Quadrat von (203) eingesetzt ergibtu2 = �1� �2360� �1� �4760� (1� �30)�1 (1� �20)2 �1� �720��2(1� �1120) (1� �1720)�1 �1� �712� �1� �1112��1 : (205)Wir erhalten als weitere Entwicklungen1� �2360 = �1� �5360��1 �1� �2330� nach Z-21� �5360 = �1� �1360��1 �1� �1120��1 �1� �1320� nach Z-31� �1360 = 1� �4760 nach S1� �4760 = �1� �1760��1 �1� �1730� nach Z-21� �1760 = �1� �3760��1 �1� �1720� �1� �1920��1 nach Z-3 : (206)Dies eingesetzt in (205) ergibtu2 = �1� �3760�2 (1� �30)�1 �1� �1730�2 �1� �2330� (1� �20)2 �1� �720��2�1� �1120�2 �1� �1320��1 �1� �1720��3 �1� �1920�2 �1� �712� �1� �1112��1 :(207)Es ist 1��3760 Basiselement. Die Faktoren 1���30 werden alle nach Z-2 entwickelt,und mit 1� �30 = (1� �15) �1� �815��1 nach Z-21� �1730 = (1� �15)�1 �1� �215� nach Z-21� �2330 = �1� �415��1 �1� �815� nach Z-2 (208)erhalten wir u2 = �1� �3760�2 (1� �20)2 �1� �720��2 �1� �1120�2�1� �1320��1 �1� �1720��3 �1� �1920�2 (1� �15)�3�1� �215�2 �1� �415��1 �1� �815�2 �1� �712��1� �1112��1 : (209)



118 A.3 BeispieleMit 1� �1920 = �1� �920��1 �1� �910� nach Z-21� �920 = (1� �20)�1 �1� �1320��1 �1� �1720��1 nach Z-51� �1120 = (1� �20)�1 (1� �10) nach Z-21� �1320 = 1� �720 nach S1� �720 = �1� �1720��1 �1� �710� nach Z-2 (210)
und 1� �415 = (1� �15)�1 �1� �715��1 �1� �1315��1 1� �31� �3 1� �231� �3!�1 nach Z-51� �815 = �1� �1315��1 �1� �51� �5��1 1� �351� �5 nach Z-31� �1315 = 1� �215 nach S1� �215 = �1� �715��1 1� �251� �5  1� �451� �5!�1 nach Z-3 (211)
erhalten wir u2 = �1� �3760�2 (1� �20)2 (1� �15)�2 �1� �712��1� �1112��1 (1� �10)2 �1� �710��1 �1� �910�2�1� �51� �5��2 1� �251� �5  1� �351� �5!2  1� �451� �5!�1�1� �31� �3��1 1� �231� �3 : (212)
Die Entwicklungen1� �1112 = �1� �512��1 �1� �56� nach Z-21� �512 = (1� �12)�1 1� �41� �4  1� �341� �4!�1 nach Z-31� �712 = (1� �12)�1 (1� �6) nach Z-21� �10 = 1� �51� �5  1� �351� �5!�1 nach Z-21� �710 = �1� �51� �5��1 1� �251� �5 nach Z-21� �910 =  1� �251� �5!�1 1� �451� �5 nach Z-2

(213)



A.3 Beispiele 119eingesetzt in (212) ergebenu2 = �1� �3760�2 (1� �20)2 (1� �15)�2 (1� �12)�2(1� �6) �1� �56��1 1� �51� �5  1� �251� �5!�21� �451� �5 1� �41� �4  1� �341� �4!�1 �1� �31� �3��11� �231� �3 : (214)
Die erzeugenden Einheiten 1� �6, 1� �56, 1� �51� �5 , 1� �451� �5 , 1� �41� �4 , 1� �341� �4 , 1� �31� �3und 1� �231� �3 entwickeln sich alle (eventuell �uber einen Umweg �uber Z-2 und S)zu 1. Ziehen wir die Quadratwurzel aus dem verbleibenden Produkt, erhaltenwir schlie�lich als Basisdarstellung von u = 1� �4160 das Produktu = �1� �3760� (1� �20) (1� �15)�1 (1� �12)�1  1� �251� �5!�1 : (215)Diese Gleichheit gilt modulo Einheitswurzeln. Um Gleichheit als komplexeZahlen zu erhalten, kann man bei den S-Entwicklungen jeweils die Einheitswur-zeln ber�ucksichtigen und beim Wurzelziehen das Vorzeichen durch Einsetzenkonkreter Werte berechnen. Alternativ kann man auch direkt durch Einsetzenausprobieren, welcher der Werte �a60 mit 0 � a < 59 passt, was beispielsweisedirekt mit dem zum SIMATH-Paket [14] geh�origen Kalkulator simcalc aus-gerechnet werden kann. Man erh�alt damit a = 56, also gilt (diesmal nichtmodulo Torsion, sondern direkt als Gleichheit algebraischer Zahlen)1� �4160 = �1415 �1� �3760� (1� �20) (1� �15)�1 (1� �12)�1  1� �251� �5!�1 :(216)n = 16Eine Basis von C(16) erh�alt man wie im Fall n = 60. Hier ist sie gegeben durch1� �11161� �16 , 1� �9161� �16 , 1� �581� �8 .Gem�a� Algorithmus A.2.2 sind alle Entwicklungen von erzeugenden Einheiten,die nicht in der Basis liegen, au�er einer S- oder T-Entwicklungen. Wir gebendie einzige Z-Entwicklung an:1� �3161� �16 = 1� �161� �16 1� �9161� �16  1� �11161� �16!�1 �1� �81� �8��1 1� �381� �8 : (217)Bereinigt man diese um Faktoren, die sich trivial entwickeln, entwickelt man1� �381� �8 zu 1� �581� �8 und berechnet man den Torsionsanteil, so erh�alt man



120 A.3 Beispiele1� �3161� �16 = �78 1� �9161� �16  1� �11161� �16!�1 1� �581� �8 (218)als Basisdarstellung.n = 4620Es ist 4620 nach Satz 3.4.1 die kleinste Zahl mit 5 Primfaktoren, bei derEnnolarelationen auftreten. Eine Basis der Gruppe der Kreiseinheiten bestehtaus 479 Elementen. Gem�a� Algorithmus A.1.2 wird 1 � �4620 nach Ennolaentwickelt. Die Basisdarstellung von 1� �4620 hat 244 Faktoren, das hei�t, esist1� �4620 = �73231 �1� �374620��1 �1� �1574620��1 �1� �4214620��1 �1� �5414620��1�1� �5774620��1 �1� �6614620��1 �1� �8414620��1 �1� �9614620��1 �1� �10814620��1�1� �15014620��1 �1� �15974620��1 �1� �17174620��1 �1� �20174620��1 �1� �21374620��1�1� �22574620��1 �1� �25214620��1 �1� �25574620��1 �1� �26414620��1 �1� �26774620��1�1� �29414620��1 �1� �30614620��1 �1� �31814620��1 �1� �34814620��1 �1� �36014620��1�1� �36974620��1 �1� �41174620��1 �1� �42374620��1 �1� �43574620��1 �1� �45374620��1�1� �371540� �1� �571540� �1� �1011540� �1� �1571540� �1� �1771540� �1� �2571540��1� �2611540� �1� �3171540� �1� �3971540� �1� �4011540� �1� �4211540� �1� �4371540��1� �4771540� �1� �5371540� �1� �5411540� �1� �5771540� �1� �5971540� �1� �6171540��1� �7171540� �1� �7571540� �1� �8771540� �1� �9611540� �1� �9811540� �1� �10171540��1� �10371540� �1� �10811540� �1� �10971540� �1� �11011540� �1� �11371540� �1� �11571540��1� �12371540� �1� �12411540� �1� �12771540� �1� �13171540� �1� �14171540� �1� �14571540��1� �15211540� (1� �1155) �1� �521155��1 �1� �671155��1 �1� �1271155��1�1� �1721155��1 �1� �2111155� �1� �2261155��1 �1� �2771155��1 �1� �2921155��1�1� �3371155��1 �1� �3821155��1 �1� �3971155��1 �1� �4361155��1 �1� �4571155��1�1� �5021155��1 �1� �5471155��1 �1� �5561155��1 �1� �6071155��1 �1� �6461155��1�1� �6671155��1 �1� �7121155��1 �1� �7661155��1 �1� �7871155��1 �1� �8771155��1�1� �9761155��1 �1� �9971155��1 �1� �11171155��1 �1� �37924� �1� �73924� �1� �157924��1� �169924� �1� �205924� �1� �289924� �1� �409924� �1� �493924� �1� �541924��1� �577924� �1� �625924� �1� �661924� �1� �673924� �1� �709924� �1� �793924��1� �829924� �1� �37660� �1� �97660� �1� �157660� �1� �181660� �1� �277660��1� �397660� �1� �457660� �1� �541660� �1� �577660� (1� �420) �1� �157420��1� �241420� �1� �337420� �1� �12385��1 �1� �16385� �1� �17385� �1� �31385��1� �36385��1 �1� �51385�2 �1� �52385� �1� �72385� �1� �82385��1 �1� �86385�



A.4 Programmtechnische Aspekte 121�1� �107385� �1� �127385� �1� �152385��1 �1� �162385� �1� �171385� �1� �206385��1� �211385��1 �1� �222385� �1� �226385� �1� �227385� �1� �261385� �1� �276385��1� �277385� �1� �282385� �1� �292385� �1� �327385� �1� �331385� �1� �337385��1� �346385� �1� �347385� �1� �366385� �1� �381385� �1� �382385� �1� �9308��1�1� �37308��1 �1� �45308��1 �1� �57308��1 �1� �93308��1 �1� �101308��1�1� �113308��1 �1� �149308� �1� �157308��2 �1� �169308��1 �1� �177308��1�1� �185308��1 �1� �213308��1 �1� �225308��1 �1� �233308��1 �1� �269308��1�1� �289308��1 �1� �31231��1 �1� �73231��1 �1� �148231� �1� �163231��1 �1� �169231��1� �190231� �1� �205231��1 �1� �37220��1 �1� �57220��1 �1� �97220��1�1� �101220��1 �1� �137220��1 �1� �157220��1 �1� �177220��1 �1� �181220��1�1� �217220��1 �1� �16165� �1� �91165� �1� �97165��1 �1� �127165��1 �1� �136165��1� �17140��1 �1� �101140��1 �1� �137140� �1� �25132� �1� �22105� �1� �37105��1� �52105� �1� �67105� �1� �82105� �1� �3784��1 �1� �7384��1 �1� �977��1�1� �1677��1 �1� �2377��1 �1� �3077��1 �1� �3677� �1� �3777��1 �1� �5177��1�1� �5877��1 �1� �7177� (1� �55)�1 �1� �1655��1 �1� �1755��1 �1� �2755��1� �3755� �1� �4255�2 �1� �4655� �1� �4755� (1� �44)�1 �1� �544� �1� �1344�(1� �35)�1 �1� �1735��2 �1� �2235��2 �1� �3135��2 �1� �3235��2 (1� �33)�2�1� �433��1 �1� �1633��1 �1� �2533��2 �1� �1728�2 (1� �21)�1 (1� �15)�11� �111� �11  1� �2111� �11!�1 1� �3111� �11  1� �5111� �11!�1 1� �71� �7  1� �371� �7!�1 1� �51� �5 1� �251� �5!�1.A.4 Programmtechnische AspekteA.4.1 OptimierungenDie realen Laufzeiten der Programme, die die Beispiele in Abschnitt A.3 be-rechnen, liegen im Sekundenbereich. Obwohl im Rahmen dieses Anhangesdie theoretische Entwicklung des Algorithmus im Vordergrund steht, sollenan dieser Stelle einige Optimierungsm�oglichkeiten angesprochen werden. Wirbeziehen uns jeweils nur auf den Kreiszahlenalgorithmus, die genannten Ver-besserungen gelten aber f�ur Kreiseinheiten sinngem�a�.Optimierung durch � -WerteDie im Beweis zu Satz A.1.5 eingef�uhrte Funktion � , die jeder Kreiszahl uk, einQuadrupel �(uk) zuordnet, kann dadurch benutzt werden, da� man in Schritt 2



122 A.4 Programmtechnische Aspektevon Algorithmus A.1.1 jeweils ein k mit maximalem uk w�ahlt. Dies verhindertdas eventuell doppelte Entwickeln des gleichen uk.ParallelisierungEin Vorteil von Algorithmus A.1.2 ist die M�oglichkeit der Parallelisierbarkeit.Es k�onnen durchaus mehrere uk gleichzeitig entwickelt werden. Beispielsweisek�onnen die Entwicklungen in (208) und anschlie�end in (210) und so weiterproblemlos parallel auf verschiedenen Prozessoren ausgef�uhrt werden.Vermeidung der RekursionAm Beispiel der Entwicklung von 1� �4160 wurde bereits verdeutlicht, wie mansich den Rekursionsschritt 5 in Algorithmus A.1.4 sparen kann, indem manstatt der Darstellung von u die Basisdarstellung von u2 berechnet und an-schlie�end durch Ziehen der Quadratwurzel aus der Darstellung von u2 eineBasisdarstellung von u erh�alt.DatenbankenDa die Basen von C(n) streng hierarchisch aufeinander aufbauen, lassen sicheinmal in C(n) gemachte Entwicklungen wiederverwenden f�ur Entwicklungeninnerhalb von C(m) mit njm. Somit lohnt sich das Abspeichern von besonderszeitintensiven Entwicklungen, beispielsweise der Ennolaentwicklungen.Interne DarstellungSchlie�lich sei noch erw�ahnt, da� die interne Realisierung der DatentypenKreiszahl und Produkt der Kreiszahlen eine nicht unerhebliche Rolle spielt.Beispielsweise sollte das Produkt intern als eine geordnete Liste von Kreiszahlendargestellt werden, um beim Zusammenmultiplizieren zweier Produkte eineLaufzeit zu erhalten, die linear in der L�ange der beiden Produkte ist (undnicht quadratisch).A.4.2 LaufzeitDie Au
istung im Abschnitt \Optimierung" macht schon deutlich, da� diereale Laufzeit des Algorithmus sehr stark von der Implementierung abh�angt.Eine gute theoretische Absch�atzung l�a�t sich auch deswegen nur schwer ange-ben, weil nicht klar ist, von welchen Parametern die Laufzeit der Entwicklungvon 1��an abh�angig gemacht werden soll. Sicher spielt die Anzahl der Primfak-toren von n eine Rolle, jedoch ist beispielsweise die vollst�andige Entwicklungvon 1� �420 schneller berechnet, als die von 1� �105, da ersteres Basiselementist, letzteres nach Ennola entwickelt wird.In der Praxis stellt sich heraus, da� der wesentliche Faktor, der die Berechnun-gen limitiert, die Anzahl der Faktoren der bei der Entwicklung auftretendenProdukte ist. Ab einer gewissen Gr�o�e ist der Rechner fast ausschlie�lich mitder internen Verwaltung der Produkte im Speicher besch�aftigt. Da die Gr�o�eder Basis von C(n) nach Lemma 3.1.2 gleich 12'(n) � 1 ist, mu� im Prinzipmit Produkten dieser Gr�o�enordnung bei der Berechnung der Basisdarstellunggerechnet werden.Nimmt man an, da� zwei Produkte von Kreiszahlen in O(n) Schritten mul-



A.4 Programmtechnische Aspekte 123tipliziert werden k�onnen, und da� die Schritte 1-5 von Algorithmus A.1.1h�ochstens n mal durchlaufen werden, erh�alt man zur Berechnung der Basis-darstellung von 1� �an als theoretische Laufzeit O(n2).A.4.3 Veri�kation des ProgrammesDa alle Implementierungen bekannterma�en Fehler enthalten, sind einige Plau-sibilit�atstests n�utzlich, durch die Programmierfehler entdeckt werden k�onnen.Wir geben im folgenden vier Tests an:a) Bei der Berechnung der Ennolarelation mu� aus einem Produkt Q dieQuadratwurzel gezogen werden. An dieser Stelle sollte unbedingt gepr�uftwerden, ob Q �uberhaupt Quadrat ist! Der Vorteil dieser relativ simplenAbfrage (Sind alle Exponenten durch 2 teilbar?) ist, da� Programmfehlerso w�ahrend des normalen Betriebes entdeckt werden. Dieser Test wurdeimplementiert.b) Man rechne die linke und rechte Seite einer Relation im n-ten Kreis-teilungsk�orper Q(�n) aus. Die Relation ist korrekt, wenn sich beideSeiten h�ochstens um eine Einheitswurzel unterscheiden. Dies ist o�en-sichtlich die sicherste Methode. Sie ist jedoch eventuell f�ur gr�o�ere nzu aufwendig. Dieser Test ist in SIMATH [14] durchf�uhrbar, da eineArithmetik zum Rechnen in algebraischen Zahlk�orpern zur Verf�ugungsteht.c) Man verfahre wie in b, rechne jedoch in den komplexen Zahlen C, dashei�t, man rechne die Produkte mit einer gewissen Rechengenauigkeitaus. In diesem Fall gilt die Sicherheit aber auch nur modulo dieserRechengenauigkeit. Mit diesem Test wurden die in dieser Arbeit vor-gestellten Beispiele �uberpr�uft. Insbesondere auch, weil die Rechenge-nauigkeit beliebig genau gew�ahlt werden kann, ist dieser Test im Rah-men dieser Arbeit ausreichend, so da� auf einen Test nach b verzichtetwerden konnte.d) Schlie�lich rechne man Beispiele aus, deren Entwicklung bekannt ist.Beispielsweise das Produkt �uber alle 1 � �an mit a 2 Gn ist das Pro-dukt aller Konjugierten von 1 � �n, und mu� daher 1 ergeben, wenn nkeine Primzahlpotenz ist. Bei diesen Beispielen rechnete das Programmebenfalls korrekt.A.4.4 Der Algorithmus als WortproblemInterpretiert man die Menge der Erzeugenden modulo der Relationen als eineGrammatik, so ist der vorgestellte Algorithmus ein Beispiel f�ur die L�osungdes Wortproblems dieser Grammatik. Das hei�t, zu jedem Produkt Q ua��l�a�t sich eine eindeutige Normalform bestimmen, und somit entscheiden, ob



124 A.4 Programmtechnische Aspektezwei Produkte gleich sind, oder nicht. In dem speziellen Fall der Kreiszahlenl�a�t sich das auch durch blo�es Ausrechnen als Zahlen in Q(�n) feststellen.Der Algorithmus l�a�t sich aber durchaus verallgemeinern, da die verwendetenStrategien im wesentlichen auf die im ersten Kapitel vorgestellten Strukturenzur�uckgreifen (Tensorprodukte, Z[�]-Moduln, Zeilenfaktormoduln, Di�eren-zenmoduln undMEn-Systeme), die in der Regel weitaus allgemeiner untersuchtwurden, als dies speziell f�ur Kreiseinheiten notwendig war.
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