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Einfiihrung 3

Einfilhrung

Gruppenringe ZG mit abelscher Gruppe G und zyklotomische Einheiten, das
heifit Einheiten der Form 1 — ¢, mit einer n-ten Einheitswurzel ¢,, sind die
beiden zentralen Themen dieser Arbeit. Die Untersuchung von Einheiten in
diesen Gruppenringen fiihrt in natiirlicher Weise zu Fragestellungen, die zyk-
lotomische Einheiten betreffen. Dies kommt in den Sétzen 1 und 3 zum Aus-
druck. Andererseits wird es sich zeigen, dafl es zum Rechnen innerhalb des
Systems der zyklotomischen Einheiten niitzlich ist, Gruppenringe zu benutzen.
Diese Methodik, Gruppenringe fiir Beweise von Eigenschaften zyklotomischer
Einheiten zu nutzen, schliagt sich besonders in den Beweisen zu Satz 2, dem
Lemma von Bass und der Unabhéngigkeit der Ramachandra-Einheiten (Satz 4)
nieder.

Im ersten Kapitel werden zunéchst Gruppenringe eingefiihrt. Die elementaren
Eigenschaften dieser Struktur werden in der Literatur meist nur kurz oder
als Ubungsaufgabe abgehandelt. Daher werden diese Eigenschaften hier et-
was ausfiihrlicher herausgearbeitet. Der Abschnitt schliefit mit Satz 1, der fir
die Gruppenalgebra € G (mit einer endlichen abelsche Gruppe G) die Einheiten
und Nullteiler charakterisiert.

Des weiteren werden im ersten Kapitel zyklotomische Einheiten eingefiihrt. Es
wird dabei als bekannt vorausgesetzt, dal die Automorphismengruppe des n-
ten zyklotomischen Koérpers isomorph zu (Z/nZ)* ist. Dariiber hinaus werden
keine weitergehenden Eigenschaften dieser Korper benotigt. In Satz 2 wird
dann, schon im Vorgriff auf das dritte Kapitel, ein explizites Erzeugendensystem
der Gruppe der zyklotomischen Einheiten angegeben.

Kapitel 2 behandelt die Lemmata von Franz und Bass. Dabei ist es fiir den
Beweis des Lemmas von Franz notwendig, Gauflsche Summen einzufithren und
deren elementare Eigenschaften herzuleiten. Im Beweis selbst wird das Nicht-
verschwinden der Dirichletschen L-Funktion ausgenutzt. Diese in der analytis-
chen Zahlentheorie fundamentale Tatsache wird im Anhang A bewiesen. Satz 3
macht eine Anwendung des Lemmas von Franz deutlich.

Das Lemma von Bass ist eine Verallgemeinerung des Lemmas von Franz. Es ist
im Zusammenhang dieser Arbeit interessant, da fiir den Beweis — im Gegensatz
zur Originalversion von Bass — Gruppenringe verwendet werden. Insbesondere
wird der Gruppenring ZG,, zum Ring Z und zur Automorphismengruppe G,
des n-ten zyklotomischen Korpers betrachtet.

Im letzten Kapitel wird die Gruppe der zyklotomischen Einheiten weiter unter-
sucht. Ramachandra definiert Einheiten in der Gruppe der zyklotomischen Ein-
heiten, die eine Untergruppe von endlichem Index erzeugen. Die Unabhéngigkeit
dieser Einheiten ist Gegenstand von Satz 4. Der Beweis dieses Satzes wird
wiederum mit Hilfe des Gruppenrings ZG,, gefiihrt und unterscheidet sich dadurch
wesentlich von Ramachandras Beweis.
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Am Ende dieser Arbeit wird eine Basis der zyklotomischen Einheiten von Z[e,]
konstruiert, falls n von hochstens drei verschiedenen Primzahlen geteilt wird
(Satz 5, 6 und 7). Mit Hilfe eines SIMATH-Programmes ist es moglich, eine
Basis anzugeben und jedes Element der Form 1 — €} als Produkt von Basise-
lementen darzustellen. Das 3. Kapitel enthalt dazu einige Beispiele. Das Pro-
gramm, mit dem diese Beispiele erstellt wurden, befindet sich im Anhang B.

Der logische Aufbau der einzelnen Abschnitte 148t sich wie folgt darstellen:

3.3 Beispiele

T

2.2 Das Lemma 3.1 Das Einheitensystem 3.2 Explizite Konstruk-
von Bass von Ramachandra tion einer Basis

N\ AN T

1.3 Das System der
zyklotomischen Einheiten

2.1 Das Lemma
von Franz

— T

1.2 Rechnen in zyklotomischen Koérpern

T

1.1 Gruppenringe
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1 Grundlagen

Zunichst werden Gruppenringe eingefiihrt. Danach werden einige Relationen
in Z[e,] hergeleitet, die schliefilich zur Definition der zyklotomischen Einheiten
flihren.

1.1 Gruppenringe

Der Gruppenring ist eine algebraische Struktur, die zunehmend an Bedeutung
gewinnt. Wir werden uns hier auf endliche, spéter sogar auf abelsche Grup-
pen beschrianken. Eine &hnliche Konstruktion ist auch fiir unendliche Gruppen
moglich.

1.1.1 Definitionen und Bemerkung

Sei R ein beliebiger Ring und G eine endliche Gruppe. Die Verkniipfung in G
sei multiplikativ geschrieben. RG bezeichne die Menge aller formalen Summen

g TeO
ceG

mit Koeflizienten r, € R. Dabei werden meistens die Summanden weggelassen,
fir die r, = 0 ist. Wenn klar ist, worliber summiert wird, wird auch der
Summenindex weggelassen.

Auf RG werden eine Addition und eine Multiplikation gemé&f

Z Te0 + Z S50 1= Z(rg + S0)0

oceG ceG ceG
und
SNEDHIEED GV
oeG TEG peEG \oT=p
definiert.
Lemma 1

RG bildet mit diesen Verkniipfungen einen Ring, sogar einen Ring mit Eins,
falls R ein Ring mit Fins ist, und einen kommutativen Ring, falls R und G
kommutativ sind.

Beweis

Die additive Gruppenstruktur ist sofort klar, da die Addition komponentenweise
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erklart ist. Die Assoziativitdat der Multiplikation folgt aus

((Z rea)(D sTT)> Q> ter) = [ D (Z rgsr> wl Q- tor)

ceG T€G peG neG \ot=p peEG
= Z (Z Z erTtp> v = Z ( Z rgsTtp) v
veEG \up=vot=p veG \oTp=v
und
S (S = (S (5 (o)
oeG TEG peG ceG REG \Tp=p
= Z (Z Z rgsftp> Vv = Z ( Z r[,srtp> V.
veG \opu=v Tp=p veG \oTp=v

Die Distributivitat rechnet man dhnlich nach. Das Einselement ist, wenn 1 die
FEins im Ring ist und o; das neutrale Element der Gruppe, das Element 1o;.
Die Kommutativitéit ist aus der Definition der Multiplikation ersichtlich.

QED.

Diese Eigenschaften motivieren folgende Definition.

Definition

RG mit der oben eingefiihrten Addition und Multiplikation heifst Gruppenring
zu R und G.
Ist R = K Korper, so bezeichnet man KG auch als Gruppenalgebra.

In der Literatur findet sich auch die Bezeichnung R[G].
Bemerkung

Die Schreibweise der Elemente als formale Summen und die Definition der Ad-
dition im Gruppenring ist gerade so, dafS die formale Summe

> oo
e

auch als echte Summe der Gruppenringelemente r,o interpretiert werden kann.

1.1.2 Beispiel

Ist G = C, die von einem Element x € C, erzeugte zyklische Gruppe der
Ordnung n (das heifit 2™ = 1) und R = Z der Ring der ganzen Zahlen, so ist

n—1

ZC, = {Z aix’, a; € Z}.

=0
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Die Multiplikation ist in diesem Fall

n—1 n—1 n—1
(Z aixi> <Z bﬂSl) = Z Z (libj Ik
i=0 =0

k=0 i+j=k mod n

und entspricht gerade der Multiplikation im Polynomring Z[z] und anschliefen-
der Identifikation von 2* mit 2"+*. In der Tat 18t sich zeigen, dafl

gilt.

1.1.3 Homomorphismen

Sowohl Homomorphismen von Ringen als auch Homomorphismen von Gruppen
lassen sich tbertragen zu Homomorphismen zwischen Gruppenringen. Davon
handeln die néchsten beiden Lemmata.

Lemma 2

Seien G eine Gruppe, R und S zwei Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomor-
phismus. Dann ist

o RG — SG
Z reo Z p(ry)o
oeG oceG

ein Homomorphismus von Gruppenringen.
Ist p injektiv bzw. surjektiv, so ist ¢ ebenfalls injektiv bzw. surjektiv.

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition von Addition und Multiplikation
im Gruppenring.

Lemma 3

Seien G und H zwei Gruppen und R ein Ring. Sei ¢ : G — H ein Homomor-
phismus von Gruppen. Dann ist

& RG — RH
ZTUU = Z Z Te | T
oG TEH \p(o)=1

ein Homomorphismus von Gruppenringen.

Auch hier gilt, wenn ¢ injektiv bzw. surjektiv ist, dafl auch ¢ injektiv bzw.
surjektiv ist.
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Beweis
Man rechnet die Eigenschaften direkt nach. Fiir die Addition hat man

@(ZTUO)—F@(ZSUU): Z Z To T+Z Z So | T

oeG oeG TEH \p(o)=T7 TEH \p(o)=T7
=2 | 2 retse| T = () (ot s0)o).
Te€H \p(o)=1 oeG

und fiir die Multiplikation rechnet man nach:

@(ZTUU%&(Z SU’U/) = Z( Z To)T Z( Z SU’)T/
T'eH

oeG o'eG TEH ¢(o)=T p(o)=T1"
=D (D s o= DD D D resar | 0
peH \17'=p p(o)=7 @(o')=1' peH \717'=p p(0)=T @(0/)=1"
= Z Z ToSor | P = Z Z ToSqr | P
pEH \p(o)p(a’)=p peH \p(oo’)=p
= Z Z TeSor | p = cp(z Z ToSor | P)-
pEH o(u)=p \oo'=p REG \oo'=p

Falls ¢ injektiv ist, sieht man die Injektivitdt von ¢ wie folgt: Sei

@(ZTUU):Z Z re | T=0.

oeG TEH \p(o)=1

Die innere Summe im zweiten Term besteht wegen der Injektivitat von ¢ aus
hochstens einem Element. Dieses mufl dann Null sein. Also ist jedes r, = 0.
Um die Surjektivitdt zu zeigen, wahle man sich zu jedem 7 € H genau ein
o, € G, fiir das ¢(o,) = 7 gilt. Ein Urbild zu s, 7 € RH ist }_s.0, € RG.
Damit ist Lemma 2 gezeigt.
QED.

In Gruppenringen kénnen wir den Ring R und, falls R ein Ring mit Eins ist,
die Gruppe G in RG wiederfinden. Und zwar mit der Einbettung

R — RG

r o= rop
im ersten Fall und mit der Einbettung

G — RG

o — lo
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im zweiten Fall, wobei 1 die Eins in R und o7 das neutrale Element in G bezeich-
nen. Die Injektivitdt der Abbildungen ist offensichtlich. Die Einbettung von G
ist dabei als Monomorphismus in die Einheitengruppe von RG zu interpretieren.
Auf Grund dieser Einbettungen werden dann auch Elemente aus R und G als
Elemente aus RG identifiziert. (Z.B. schreibt man 1 statt 1oy und p — o statt
poy — lo, usw.)

Mit der Abbildung
RxRG — RG

(r, Z Te0) Z o0

rechnet man sofort nach, dafl RG die Eigenschaften eines R-Moduls hat. Jeder
Gruppenring RG ist also als R-Modul interpretierbar.

Im weiteren Verlauf wird meistens R = Z der Ring der ganzen Zahlen sein.
Zunachst betrachten wir allerdings R = €, den Koérper der komplexen Zahlen.

Lemma 4
Sei G eine Gruppe, CG die Gruppenalgebra zu C und G, und es sei x ein

abelscher Charakter von G, das heifst ein Homomorphismus von G in die mul-
tiplikative Gruppe von C. Dann ist die Abbildung

X: cG — C
Y reo = Y rex(o)

ein Ringhomomorphismus. Zusatzlich ist X C -linear, wenn CG als C - Vektor-
raum aufgefaf$t wird.

Es ist zu beachten, daf3 links eine formale Summe steht und im Unterschied dazu
rechts eine Summe komplexer Zahlen. Normalerweise wird der von y induzierte
Homomorphismus ebenfalls mit y (statt x) bezeichnet, wenn die Gefahr der
Verwechslung nicht besteht.

Die Einschriankung von x auf ZG bildet natiirlich ebenfalls einen Homomor-
phismus.

Beweis

Die Additivitédt und €-Linearitéit von y folgt sofort aus der Definition der Abbil-
dung x. Die Multiplikativitdt der Abbildung erhdlt man, wenn man die Relation

(Z TUX(U))(Z s7x(7)) = Z Z reX(0)s7x(T)

ceG T€G ceGTelG
SDIDILSRUES o] 3 RO
ceGTelG pEG \oT=p

benutzt, die nur eine Manipulation von Summen komplexer Zahlen unter Aus-
nutzung der Homomorphieeigenschaft von x darstellt.

QED.
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Lemma 4 erlaubt es, die Einheiten in € G zu charakterisieren, falls G eine
abelsche Gruppe ist.
1.1.4 Einheiten in der Gruppenalgebra CG

Ist R = € und G abelsch, so ist es moglich, die Einheiten in € G (das heifit
die in € G invertierbaren Elemente) zu charakterisieren, nicht zuletzt weil der
R-Modul dann sogar Vektorraum ist.

Satz 1 (Charakterisierung von Einheiten)

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, CG die zugehorige Gruppenalgebra. Sei
g € CG. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Wenn fir jeden Charakter x von G gilt, dafl

x(g) #0

ist, so ist g invertierbar, also eine FEinheit im Gruppenring CG.
b) Gilt fir (mindestens) einen Charakter x(g) =0, so ist g Nullteiler.
¢) QGilt fir alle Charaktere x, daf x(g) = 0 ist, dann folgt g = 0.
d) Gilt fir alle Charaktere x, daf x(g) =1 ist, dann folgt g = 1.

Insbesondere folgt aus a und b, dafl jede Nichteinheit in € G bereits Nullteiler
ist.

Beweis

Aussage d ist eine direkte Folgerung aus ¢ (es ist 0 = x(g) — 1 = x(g — 1) fiir
jeden Charakter y also g — 1 =0).

Die Aussagen a-c werden zusammen bewiesen. Sei n die Dimension des Vektor-
raums € G als €C-Vektorraum. Da G, als Teilmenge von € G betrachtet, eine
Basis des Vektorraums € G bildet, ist n = #G, die Anzahl der Elemente der
Gruppe G. Die Anzahl der Charaktere von G ist ebenfalls n, da die Charak-
tergruppe isomorph zur Gruppe ist (G ist nach Voraussetzung abelsch). In-
terpretiert man die Charaktere gemafi Lemma 4 als lineare Abbildungen des
Vektorraum € G, so hat man n lineare Abbildungen, die im Dualraum zu C G
liegen. Zunachst wird gezeigt, dafl diese eine Basis des Dualraums bilden. Dazu
ist nur lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, da die Dimension des Dualraums gleich
der Dimension des Vektorraums, also n, ist. Die lineare Unabhéangigkeit zeigt
man wie folgt (vgl. Lang, S. 209):

Ein Charakter ist offensichtlich linear unabhéngig. Nimmt man an, die Cha-
raktere waren linear abhéngig, dann sei unter allen nichttrivialen Darstellungen
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der Null die Darstellung
aix1+ -+ ayxy =0 (%)

mit paarweise verschiedenen Charakteren y; und a; € € eine mit minimalem v.
Es ist v > 2 und kein q; ist gleich 0. Da y1 # x2 ist, gibt es ein 7 € G, so daf}
X1(7) # x2(7) ist. Fiir alle 0 € G gilt so

ale(UT) +o auXu(UT) =0.

Da die x; Charaktere sind, erhélt man

a1X1 (T)Xl + -+ al/XV(T)XV =0.

Dividiert man nun durch xi(7) und subtrahiert (), so hebt sich der Term a1 x1
weg, und man erhalt

R Y T RO

Da x1(7) # x2(7), ist der erste Koeffizient ungleich Null, und man hétte eine
nichttriviale Darstellung der Null mit weniger als v Charakteren. Das ist ein
Widerspruch zur Minimalitat von v.

Um nun die Aussagen des Satzes zu zeigen, betrachte man zur Basis {x1,..., Xn}
die duale Basis in € G, also eine Basis {¢g1, ..., g, } mit der Eigenschaft

o 1 fallsi=j
Xi(9;) = 9i "{ 0 fallsi# j

Jedes g € € G hat zu dieser Basis die Darstellung

9=>_xi(9)g
=1

(ist némlich g = Y a;g;, so erhilt man

D@9 = 2 XQ_agi)gi =D axil9;)9:

i=1 3 j=

n n n
ZZ%‘%‘%‘ = Zakgk =g ).
k=1

i=1 j=1

Aus dieser Darstellung folgt ¢ = 0, wenn x;(g) fiir jeden Charakter y; ver-
schwindet und somit Teil ¢ des Satzes.
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Fiir die Teile a und b berechnen wir zunéichst die Darstellungsmatrix der linearen
Abbildung

¢,:CG — CG
h — gh

zur Basis {g1,...,gn}, indem wir die Wirkung von ®, auf die g; feststellen:

Dy(g;) = g99; = in(ggj)gi = in(g)xi(gj)gi = x;(9)9;-

Die Darstellungsmatrix von ®, hat also Diagonalgestalt mit den Elementen
X1(9), .-, Xxn(g) auf der Diagonalen. Die Determinante ist

det®, = Hxi(u).
i=1

Ist jeder Faktor ungleich Null, so auch die Determinante, und ®, ist invertierbar,
das heif}t bijektiv. Insbesondere hat dann die 1 von € G (als Gruppenring) ein
Urbild ¢g;. Mit diesem gilt

1=®4(91) = 991,

g1 ist also invers zu g, und Teil a folgt.

Ist mindestens ein x(g) = 0, so verschwindet auch die Determinante von ®,.
Die Abbildung ®, hat also einen nichttrivialen Kern. Mit anderen Worten, es
existiert ein go # 0 mit ®4(go) = ggo = 0. Damit folgt schlieBlich Teil b.

QED.
Korollar

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, g € ZG. FEs gelte x(g9) # 0 fir jeden
Charakter x von G. Ist

gh =0,

so ist schon h = 0.
Beweis

Man betrachte die Einbettung von ZG in € G und multipliziere mit dem In-
versen von g in CG.

1.1.5 Die Augmentationsabbildung

In Abschnitt 1.1.3 wurde gezeigt, wie durch einen abelschen Charakter von G ein
Homomorphismus des Gruppenringes in die komplexen Zahlen induziert wird.
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Der triviale Charakter induziert dabei die Abbildung
aug : cG —- ©

graa — grg.

Wie man sofort nachrechnen kann, ist diese Abbildung auch dann ein Homo-
morphismus, wenn man statt € einen beliebigen Ring nimmt.

Definition
Sei R ein Ring, G eine Gruppe, RG der Gruppenring zu R und G. Dann heifit
der Homomorphismus
aug : RG — R
Sreo = YT,
Augmentationsabbildung.

Der Kern dieser Abbildung, das heiffit die Menge der Elemente g aus RG mit
aug(g) = 0, heifit das Augmentationsideal von RG. Es wird mit ARG bezeich-
net.

Das Augmentationsideal 148t sich mit Hilfe des nachfolgenden Lemmas auch
anders charakterisieren.

Lemma 5

Sei RG der Gruppenring zu R und G, und sei o1 das neutrale Element von G,
dann gilt:

ARG={g€ RG|g= Y  r.(0—1), 1, €R}.
ceG\{o1}

Beweis

“C7 Ist g =Y reo und aug(g) = 0, so ist Y r, = 0. Durch Subtraktion
erhalt man

ceG\{o1}
und somit die eindeutige Darstellung
g= Z TeO — Z Ty = Z re(oc—1).
oceG\{o1} oceG\{o1} oceG\{o1}
“D7: Wegen aug(c —1) =1—1=0 fiir jedes o € G gilt

aug( Z re(c—1)) = Z reaug(c — 1) = 0.

ceG\{o1} oceG\{o1}

QED.
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1.1.6 Einige Bemerkungen iiber Einheiten im Gruppenring ZG

Es sei G im folgenden immer abelsch. Die explizite Konstruktion von Einheiten
in Gruppenringen ZG ist im allgemeinen schwierig. Man betrachte den durch
einen Gruppencharakter y induzierten Homomorphismus

X : ZG — C©

Z TeO Z rex (o).

Diese Abbildung schépft € als Bildbereich bei weitem nicht aus. Ist ndmlich n =
#G die Anzahl der Elemente von G, so ist der Bildbereich héchstens Z[e,,], der
Ganzheitsring des n-ten zyklotomischen Zahlkorpers (fiir jedes Gruppenelement
o gilt nach dem kleinen Fermatschen Satz 0™ = o1, somit x(o)™ = 1). Je nach
Struktur von G und x ist der Bildbereich sogar nur ein Teilring von Zle,]
(ist beispielsweise y der triviale Charakter, so ist der Bildbereich Z). Da x
Homomorphismus ist, wird jede Einheit aus ZG in eine Einheit aus x(ZG)
abgebildet. Dies ist die Motivation gewesen, im Rahmen dieser Arbeit Einheiten
in Zle,] zu untersuchen.

1.2 Rechnen in zyklotomischen Korpern
1.2.1 Automorphismen in zyklotomischen Zahlko6rpern

Es sei n im folgenden eine beliebige, aber feste natiirliche Zahl. Der zyklotomis-
che Zahlkorper @ [e,,] ist der Zahlkérper, der entsteht, wenn man zu @ alle
n-ten Einheitswurzeln adjungiert. Die Automorphismen von ®[e,] sind gerade
die Abbildungen, die primitive n-te Einheitswurzeln auf primitive n-te Ein-
heitswurzeln abbilden. Bezeichnet €, eine feste primitive n-te Einheitswurzel,
so sind dementsprechend die Automorphismen die Abbildungen

Oy : Q[En] - Q[en}

v
€n — €

U,,‘Q = idQ7

wobei v zu n teilerfremd ist.
Gilt v = p mod n, so ist wegen

et = elen) = e

o, = 0,. Zudem ist fiir zwei Automorphismen o, und o,
ou(oulen)) = ovpulen).

Genauer gilt, daf die Automorphismengruppe des zyklotomischen Zahlkorpers
Q[e,] isomorph zu (Z/nZ)* ist. Ein Beweis dieser fundamentalen Eigenschaft
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der Kreisteilungskorper findet sich beispielsweise bei Washington, S. 11, The-
orem 2.5. Die Automorphismengruppe wird von nun an mit G, bezeichnet
und mit (Z/nZ)* identifiziert. Die Elemente aus G,, werden wie oben mit o,
bezeichnet.

1.2.2 Der Gruppenring der Automorphismen

Wir betrachten nun den Gruppenring ZG,, zum Ring der ganzen Zahlen und
zur Automorphismengruppe G,. Ein Element g dieses Gruppenrings hat die
Darstellung

Dies wird in der Regel geschrieben als

9= Z ayOy,

veG,

um doppelte Indizes zu vermeiden (es wird also an manchen Stellen, an denen
keine Verwechselungen auftreten konnen, v statt o, geschrieben).

Im folgenden sei Qe,]* := Qlen] \ {0}

Definition

Sei u aus Qle,]* und g = > a,0, ein Element des Gruppenrings ZG,,. Dann
wird u? € Qle,]* definiert durch

w9 = uda o = Hay(u)“”.
v

*

Mit dieser Definition gelten die tiblichen “Potenzgesetze”, die in den néchsten
beiden Lemmata bewiesen werden.

Lemma 1
Sei g € ZG,,. Die durch g induzierte Abbildung
Qlen]” — Qlen]”
u = ud

ist ein Endomorphismus der multiplikativen Gruppe von Qle,]). Mit anderen
Worten, zu u,v € Qle,]* gilt

(uv)? = uIv9.
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Beweis

Ist g = > a,0,, so erhilt man (unter Ausnutzung der Homomorphieeigenschaft
der 0,)

(uv)? :HUV(uv)“” :H(ay(u)a”oy(v)“”) :Hcry(u)a" Hou(v)a” = udvY.
QED. Lemma 2

Die Addition zweier Elemente des Gruppenrings entspricht der (punktweisen)
Multiplikation zweier Endomorphismen, die Multiplikation entspricht der Hin-
tereinanderausfihrung zweier Endomorphismen. In Formeln bedeutet das:

ungh _ h

= wu

wih = (ug)h

fiir u € Qle,]* und g,h € ZG,,.
Beweis

Die Formeln ergeben sich wieder durch Einsetzen der Definition und Umsortie-
ren von Faktoren. Setzt man g = > a,0, und h = > b,0,, so folgt

w9 — > (avtbi)on HUV(U)a”+b" — H oy (u)™ H O—y(u)bu — wiul

Weiter ist

h bu
(w)" = (H Gu(u)“”> =110 (H Uu(U)“”> = [1 11 oulonCu)®=.

Wegen o, (0, (u)) = 0., (u) folgt schlieBlich

HHUH(JV(H))G”IJ” — HHO.MVuaubu — H ( H O",—(’U,a”b“)>

v V=T

T
= H O.‘I'(u)z:‘w=T aybﬂ == U/ZT(Z‘“’=T aubu')dT = uhg = Ugh7
T

wobei zuletzt noch die Kommutativitdt von ZG,, ausgenutzt wurde.
QED.

Die folgende Definition und das dazugehorige Lemma zeigen, dafl die Definition
von uY ebenfalls mit der Einbettung eines zyklotomischen Korpers in einen
anderen vertraglich ist.



1.2 Rechnen in zyklotomischen Kérpern 17

Definition
Es sei d ein Teiler von n und g = Y a,0, € ZG,,. Dann werde g(d) € ZGq
definiert durch

gld):=>"( > a)o.

neG4 vEG,

v=p mod d

Man kann sich ¢g(d) als das Element in ZG4 vorstellen, das entsteht, indem in
g =>_a,0, alle 0, modulo d reduziert werden.
Mit dieser Definition gilt das folgende Lemma:

Lemma 3
Es sei d ein Teiler von n und u aus Q[eq]*, so daff also u € Qleq)* C Qfe,]* ist.
Sei g aus ZG,,. Dann gilt

wd = 49

Dabei wird u links als Element aus Q [e,]*

aufgefafit.
Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition von g(d).

und rechts als Element von Q[eq]*

Bemerkung

Mit obigen Bezeichnungen ist g(1) gerade die Augmentationsabbildung. Nach
Lemma 3 gilt also fiir z € Z,z # 0:

29 — yaug(g)

1.2.3 Die P-Teiler einer natiirlichen Zahl
Nachfolgend spielen gewisse Teiler von n eine besondere Rolle. Diese Teiler

werden als P-Teiler von n bezeichnet. Sie sind wie folgt definiert.

Definition
Sein € IN durch

n:HpO‘P
p

eindeutig in paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen zerlegt. Ist d # 1 ein
Teiler von n, dann heif$t

t:HpO‘P

pld
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der zu d gehorige P-Teiler von n.
Ist t zusatzlich Potenz einer Primzahl, so heif$t t primer P-Teiler.

Der P-Teiler t enthélt also als Faktoren genau diejenigen Primzahlen, die auch
d als Faktoren hat. Jede Primzahl kommt allerdings in ¢ mit der vollen Potenz
vor, das heifit in der Potenz, mit der sie auch in n vorkommt.

Bemerkung

Jede natirliche Zahl n besitzt eine eindeutige Zerlegung

k
n= HQi
i=1

in prime, paarweise teilerfremde P-Teiler q;. FEs gilt nach dem chinesischen
Restsatz

Il

Gn

k
116G
i=1

Beispiel

Falls n = 360 = 22 .32 .5 ist, so sind die P-Teiler gerade 5, 8 = 23, 9 = 32,
40 =23 -5, 45 =32.5, 72 = 23. 32 und 360. Die primen P-Teiler sind 5, 8 und
9. Der beispielsweise zum Teiler 10 gehorige P-Teiler ist 40.

1.2.4 Rechnen mit Einheitswurzeln

Lemma 4
Sei €, eine feste primitive n-te Finheitswurzel. Es sei zu jedem Teiler d von n
die primitive d-te Finheitswurzel eq definiert durch eq := ez/ 4 EBs qgilt:

a) Ist dt ein Teiler von n, so ist

t
€4t = €d-

b) Sind zusdtzlich t und d zueinander teilerfremd, so ist

ol o7t
— t d
€qt = €55 €4 .

Beweis
Teil a folgt direkt aus

nt
ey =elt =l = ¢,
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Sind d und t teilerfremd, so existieren a und b aus Z mit
1 =bt + ad.
Dabei ist zusétzlich a zu d invers modulo ¢ und umgekehrt b modulo d invers

zu t. Es gilt

_ bt+ad _ bt _ad _ b_a __ _op _0q
€dt = €4 = €t€qr = €46 = €5 €1°,

und Teil b folgt.
QED.
Bemerkung

Aus Teil b des vorangehenden Lemmas folgt, dafS, wenn d und t zueinander
teilerfremd sind, sich jede primitive dt-te Einheitswurzel eq; als Produkt einer
primitiven d-ten und einer primitiven t-ten Einheitswurzel e beziehungsweise
€; darstellen lafit. Bei geeigneter Wahl von €4 und €; gilt also

€dt — €J€¢.-

1.2.5 Elementare Relationen im Ring Z]e,,]

Das System der zyklotomischen Einheiten wird im wesentlichen von Elementen
der Form 1 — ¢, erzeugt werden. Wir wollen zunéchst einige Relationen in Z[e,]
zur Verfiigung stellen, um mit Ausdriicken dieser Art zu rechnen. Zunéchst ein
Lemma, das die Grundlage fiir die weiteren liefert:

Lemma 5

Es sei g = p®, p prim, § :==p
sei eine beliebige komplexe Zahl.
Dann gilt:

a)

=1 und €, eine primitive q-te Einheitswurzel, n

p—1

H (1 —neg) = 1:23 :ani

a€Gy i=0

(ist im mittleren Term der Nenner gleich Null, so ist die Gleichung als
Grenzwert fiir 1 —n? — 0 aufzufassen).

b)
H (1—6;) =p.

acGy
c) Ist e, eine primitive p-te Einheitswurzel, so gilt

p—1

[T —ne)=1-n.

a=0
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Beweis

Es durchlauft e alle g-ten Einheitswurzeln, wenn a alle Werte zwischen 0 und
q — 1 durchlauft. Es gilt also die Polynomgleichheit

qg—1

H(l—meg) =1—af

a=0

(die Polynome haben die gleichen Nullstellen, und bei beiden ist der niedrig-
ste Koeffizent 1). Fir ¢ = p und Einsetzen von = = 7 folgt Aussage c¢. Um
ein Polynom zu erhalten, das als Nullstellen gerade die primitiven g-ten Ein-
heitswurzeln hat, dividiert man durch ein Polynom, das als Nullstellen gerade
die ¢-ten Einheitswurzeln hat, also durch 1 — z9. So erhilt man

acGy i=1
Teil b folgt nun, indem man = = 1 einsetzt (und den mittleren Term ignoriert).
Teil a folgt durch Einsetzen von x = .
QED.

Definition
Sein = td, dann wird das Element Ny € ZG,, definiert durch

N; = Z Oq-

a=1 mod d

Lemma 6

Es sei g = p® ein primer P-Teiler von n und t # 1 eine zu q teilerfremde
naturliche Zahl, so daf8 qt ein Teiler von n ist. Dann gilt:

a) (1—ere)Ne = (1—¢)7a0=% ),
b) (1- eq)Nq = p
C) (1 — Et)Nq = (1 — Et)¢(q).

Dabei ist ¢ die Eulersche ¢-Funktion, es ist also ¢(q) = #G,.
Beweis
Wir schreiben n = gd. Nach Definition des Elementes N, ist

M-ae) = J[ a-ee.
a=1 mod d

Da a =1 mod d und ¢ ein Teiler von d ist, gilt @ = 1 mod ¢, und es ist €} = ¢;.
Andererseits mul a wegen des Chinesischen Restsatzes jeden Wert modulo ¢
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durchlaufen. Die Anwendung von Lemma 5, a ergibt

1—¢€
[[a-ee) = !

1—¢l’
a€Gy &

und es folgt Teil a.
Teil b der Aussage folgt analog mit Hilfe von Lemma 5, b.

Teil ¢ wird bewiesen durch Betrachtung von N, (d), also dem Element, das man
erhalt, wenn alle o, modulo d reduziert werden. Es ist

Es gilt schlieflich mit Lemma 3

(1—e)No = (1 —¢)NeD = (1 — ¢)?@,

QED.
Lemma 7

Es sei g = p® ein primer P-Teiler von n mit o > 2. Seit ein zu p teilerfremder
Teiler von n und €,,s eine primitive tpP-te Einheitswurzel. Dann gilt:

1—-€. falls 3=«
_ Np — tp
(1 —€p) { (1 —¢€ye)? falls f<a

Beweis

Wir schreiben n = pd. Dann sind 1 +0d, 14+ 1d, ..., 1 + (p — 1)d gerade die
p Zahlen modulo n, die kongruent 1 modulo d sind. efpa ist eine primitive p-te
Einheitswurzel. Es folgt im Fall § = a nach Lemma 5, c

p—1 p—1
(1—epe)™ = [T - = JIO - enpneife) =1 efpe.
a=0 a=0

Im Fall 8 < « ist efpﬁ =1, und man erhalt
(1— o)™ = H(l —€pe) = (1= €0)P.

QED.
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Lemma 8

Es seien d und t zwei Teiler von n, so daf d|t gilt und zusdtzlich jede Primzahl,
die t teilt, auch d teilt (dies ist beispielsweise der Fall, wenn t der zu d gehorige
P-Teiler ist). Seien e; und €q4 beliebige primitive t-te beziehungsweise d-te Ein-
heitswurzeln. Dann existiert ein Element M, q im Gruppenring ZGy,, so dafi

(1 — Et)Mt‘d =1- €d

gilt.
Beweis

Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl ¢t/d = p Primzahl ist, €/ ist dann eine
primitive d-te Einheitswurzel. Sei o4 ein Automorphismus von Q[e;], der €/ auf
€q abbildet. Wir betrachten N, als Element von ZG; definiert. Sei Mt’7d =
0sNp,. Es gilt mit Lemma 7:

(1—e)Mia = ((1—e)N0)% = (1= )% =1—eq.

Wir wihlen nun M, g € ZG,,, so dali My 4(t) = Mt'7d gilt.

Der allgemeine Fall ergibt sich nun durch wiederholte Betrachtung des obigen
Falles. Man schreibt t = p; --- prd mit Primzahlen p, und konstruiert sich
sukzessive Elemente My, ..., M € ZG,,, fur die jeweils

M, — (1

(1 - Epu-“pkd) - Epu+1-“;0kd)

gilt. Mit My q := M; - - - M}, folgt die Behauptung.

QED.
1.3 Das System der zyklotomischen Einheiten
Es bezeichne n im folgenden immer eine beliebige, aber feste natiirliche Zahl.
Definition (vgl. Washington, S. 143)

Es bezeichne UZ[e,] die Einheitengruppe von Z[ey). Sei €, eine primitive n-te
Einheitswurzel. Dann heifit

CM = < {+e,,1—€ |aecZ} > N UZle,)

die Gruppe der zyklotomischen FEinheiten.

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Erzeugendensystem dieser Gruppe explizit
anzugeben.
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Lemma 1

Es sei d ein Teiler von n und e eine primitive d-te Einheitswurzel. Dann gilt
fiir einv € Z, das zu n teilerfremd ist,

1= ot
1—¢4

Beweis

Es ist ¢4 = €2 fiir ein geeignetes a € Z. Wegen

1—¢; ‘2
— € i
= E eZ
1—€4 e “d [en]

liegt dieses Element tatséchlich in Z[e,]. Sei nun p € Z, so dal u invers zu v
modulo d ist, also pr = 1 mod d gilt. Da

—1 v p—1
1—¢y 1-— 1—¢€) ;
( Ed) T T = i e Zal

1—¢ T 1-—¢ 1—¢€Y
d d d =0

ist, folgt die Behauptung.
QED.
Lemma 2

Sei d ein Teiler von n, aber keine Primzahlpotenz, und sei eq eine primitive d-te
Einheitswurzel. Dann ist

1—¢4€ C(n).

Beweis

Es ist zu zeigen, dafl 1 — €4 in Z]e,] invertierbar ist. Dazu schreibt man d = gt,
wobei ¢ = p® ein primer P-Teiler von d ist und €4 = €4¢;. Es folgt mit Hilfe von
N, (Lemma 6, a aus Abschnitt 1.2.5)

_ —0
(71 q

p
1—¢

H (1—eeg)=(1- ereq) N = (1 — gt)%(lﬂf;l) - :
— ¢

veGy

also

-1\ %q
o
P
1—¢

1—¢

(1 — ereq) H (1—eeg) =1,

veGy\{o1}
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so daf} das Inverse zu 1 — € = 1 — €€, gerade

-1\ %q

1- ejp v
Tgt H (1 — Gtﬁq) S Z[En]
veGo\{o1}

ist.
Lemma 3

Ist ¢ = p™ Primzahlpotenz und €, primitive q-te Einheitswurzel, so ist 1 —e€, nie
eine Einheit in Z[e,].

Beweis

Wiére 1 — ¢, Einheit, so auch (1 — ¢,)?¥ fiir 0, € G, und schliefllich auch

H (1) =01~ eq)Nq~

veGy

Nach Lemma 6, b des vorangegangenen Abschnitts ist (1 — eq)N e =p, und p ist
sicher nicht in Z[e,| invertierbar.

QED.
Lemma 4

Es sei ¢ = p* ein primer P-Teiler von n und €, eine primitive q-te Ein-
heitswurzel. Ist

u= H (1—e)™ € UZlen],
veG,

also invertierbar, dann hat u die Darstellung

1—ev\%
u= I (1_6‘5) .

veGy

Beweis
Man schreibt

u=(1-e)= [] G:EE)Q

veG,

v
16q

Da u € UZ]e,] ist, und 7

€ UZ|ey), muB auch (l—eq)Z““ € UZ|e,] sein.

€q
Nach dem vorangegangenem Lemma 3 ist (1 — eq)za” nur invertierbar, wenn
> a, verschwindet, und die Behauptung folgt.

QED.
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Da jedes Element aus C™ ein Produkt von Elementen 1 — €, 0, € Gg4, und

+e¢, ist, kann man also ein Erzeugendensystem von C'(™) explizit angeben.

Proposition

Die Gruppe C™ der zyklotomischem Einheiten wird von den Elementen
1—¢,
1—¢

mit g|n und ¢ ist Primzahlpotenz, o, € G4,

1—e€; mit 1 <d|n und d ist keine Primzahlpotenz, o, € Gg,

und +e, erzeugt.

Es wird nun zum Abschlufl dieses Abschnittes gezeigt, dafl man sich sogar nur
auf die Betrachtung von P-Teilern beschrianken kann.

Satz 2 (Erzeugendensystem von C™)

Es sei T, die Menge aller P-Teiler vonn und P, C T, die Menge aller primen P-
Teiler. Das System der zyklotomischen Einheiten wird erzeugt durch die Menge

EM .= {(1—€)% |teT,\P,, 0, G}
U {(1—€)7 g€ P, o,€Gy}
U {£e,}.

Beweis

Es wird gezeigt, dafl sich jedes Element aus der vorangegangenen Proposition
durch Elemente aus E( darstellen 148t.

Sei d # 1 ein beliebiger Teiler von n und ¢ der zu d gehorige P-Teiler von n. Es
sei g, € G; beliebig. Falls d keine Primzahlpotenz ist, so ist zu zeigen, dafl

1—¢}
durch Elemente 1 — €, die aus E( sind, darstellbar ist.
Fiir jedes g = )" a,0, € ZG; wird das Element
(1—e)?= ] @ —e)™
neGH

durch E™ erzeugt. Mit Lemma 8 aus dem Abschnitt iiber elementare Relatio-
nen (1.1.2) folgt, daB ein Element M, 4 € ZG; existiert, fiir das (1 — ;)14 =
1 — ¢4 ist. Es folgt schlielich

1—e)=(1—¢) M c < E™ > .
Ist d Primzahlpotenz, so ist zu zeigen, daf} jedes Element der Form

v
1—¢y

l—Ed
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durch E™) erzeugt wird. Es gilt dhnlich dem obigen Fall fiir jedes g € AZGY,
daB (1 — )¢ im Erzeugnis von E(™ liegt. Denn jedes g € AZG, hat die
Darstellung g = > a, (o, — 1) (Abschnitt 1.1.5, Lemma 5), so daf3

Ay

1-e)=|]]Q-e)="
u#l

ist. Mit g = (0, — 1)My.q € AZG, folgt

1 Vv
— “d = (1—€q) ! = (1 — )0 DMea ¢ < O
e,

QED.
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2 Die Lemmata von Franz und Bass

2.1 Das Lemma von Franz

Das Lemma von Franz ist sowohl fiir das Lemma von Bass als auch fiir die Kon-
struktion des Einheitensystems von Ramachandra grundlegend. Der Beweis
dieses Lemmas wird hier zunéchst zuriickgefithrt auf das Nichtverschwinden
der Dirichletschen L-Funktion. Fiir diese Tatsache finden sich in der Liter-
atur verschiedene Beweise. Ein weiterer Beweis, der mit wenig Funktionentheo-
rie auskommt und statt dessen Eigenschaften zyklotomischer Kérper ausnutzt,
befindet sich im Anhang A dieser Arbeit.

2.1.1 Der Fiihrer eines Charakters modulo n

Zum Beweis des Lemmas von Franz werden Gauflsche Summen benutzt. Fiir
diese ist der Begriff des Fiihrers eines Charakters, wie er im folgenden definiert
wird, grundlegend.

Sei x ein Charakter modulo n, das heifit ein Homomorphismus von G, in die
multiplikative Gruppe des Koérpers der komplexen Zahlen.

Es sei x(a) fir a € Z, (a,n) =1 in iiblicher Weise definiert als x(o4).

Definition
Sei f die kleinste natirliche Zahl, die n teilt, so daf fir alle zu n teilerfremden
beZ gilt

b=1mod f = x(b) = 1. (%)
Dann heifst f der Fihrer von x mod n.
Da die Bedingung zumindest fiir f = n gilt, ist die Existenz von f gesichert.
Lemma 1
Es gilt fiir a,b € Z, a und b teilerfremd zu n:

a=bmod f = x(a) = x(b).

Beweis

Sei ¢ das zu a Inverse modulo n, also ca = 1 mod n. Es gilt wegen f|n, daf
auch ca = 1 mod f ist. Man erhélt so ¢b = ca = 1 mod f, und nach (x) folgt
x(cb) = x(c)x(b) =1, also x(b) = x(c)~! = x(a), da a zu ¢ modulo n invers ist.

QED.

Ziel ist es nun, x als Charakter modulo dem Fiihrer f zu betrachten. Insbeson-
dere muf} x also auch auf jenen Zahlen definiert werden, die zwar teilerfremd zu
f sind, aber einen gemeinsamen Teiler mit n haben.
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Lemma 2

Sei a € Z, a teilerfremd zum Fihrer f. Man wdhle ein © € Z, das zu n
teilerfremd ist und fur das

x =amod f

gilt. Definiert man x auf a durch x(a) := x(z), so ist x Charakter mod f.
Beweis

Sind = und y zwei Zahlen mit x = a mod f und y = @ mod f, soist x = y mod f.
Nach Lemma 1 gilt x(x) = x(y). Auf dem erweiterten Definitionsbereich ist x
somit eine wohldefinierte Funktion. Daf x auf dem erweiterten Definitionsbere-
ich Homomorphismus ist, also Charakter modulo f, ist aus der Konstruktion
offensichtlich.

QED.

Definition
Die Erweiterung des Definitionsbereiches eines Charakters gemdfi Lemma 2

nennt man “x als eigentlichen Charakter seines Fihrers betrachten”.

Das folgende Lemma wird spéater beim Rechnen mit Gaufischen Summen bend-
tigt werden.

Lemma 3

Sei x ein Charakter modulo n mit Fihrer f. Sei d ein echter Teiler von f.
Dann existiert ein zu f teilerfremdes b € Z mit

b=1modd und x(b) # 1.

Beweis

Sei d ein Teiler von f, fiir den kein solches b existiert. Mit diesem d folgt fiir alle
zu f teilerfremden Zahlen b mit b = 1 mod d, dafl x(b) = 1 ist. Da f als Fiithrer
von x minimal mit dieser Eigenschaft ist, gilt f < d, so dafl d kein echter Teiler
von f sein kann.

QED.

2.1.2 Gaufische Summen

Das Bild eines Charakters modulo f ist immer eine ¢(f)-te Einheitswurzel,
da Gy = (Z/fZ)* eine Gruppe mit ¢(f) Elementen ist. Andererseits ist G
gerade die Galoisgruppe von Qley], des kleinsten Korpers, der gerade die f-ten
Einheitswurzeln enthélt. Gaufische Summen sind ein Hilfsmittel, um f-te und
o(f)-te Einheitswurzeln miteinander zu verbinden.
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Sei x ein Charakter modulo n. Es werde x als eigentlicher Charakter modulo
seinem Fiihrer f betrachtet. Weiter sei e eine beliebige, aber feste primitive
f-te Einheitswurzel.

Definition
Seia€ Z.
9a() == > x(D)ef
lEGf
heifst Gaufische Summe.

Das néchste Lemma unterscheidet nun die Félle, ob a teilerfremd zu f ist oder
nicht.

Lemma 4
Es gilt:

a) ga(x) =0, falls a und f einen gemeinsamen Teiler haben.
b) ga(x) = x(a)"'g1(x), falls (a, f) = 1.

Beweis

Zu a: Da a und f einen gemeinsamen Teiler haben, existiert ein echter Teiler
d von f, so daB e‘}d = 1 ist. Nach Lemma 3 gibt es ein zu f teilerfremdes b
mit b = 1 mod d und x(b) # 1. Schreibt man b = 1 + md mit m € Z, so ist
e?b = e}(e‘}d)m = €%. Nun substituiert man in der Summe

ga(0) = D x(Wef = > x(0)ef
leGy leGy
k := bl (die Abbildung x — bz ist ein Isomorphismus auf Gf) und erhélt
9a00) = Y Xk =x710) D x(k)ef® = x" (0)ga(x)-

keGy keGy
Wegen x(b) # 1 ist auch x~1(b) # 1, also folgt g,(x) = 0.
Zu b: Analog zum Beweis von a substituiert man jetzt k := al und erhalt

9a(00) = Y x(ka el = x" (a)g1 ().

keGy

QED.
Lemma 5

Sei x Charakter modulo seinem Fiihrer f. Es gilt |g1(x)|*> = f. Insbesondere
ist also g1(x) # 0.
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Beweis

Da |x(a)| = 1, gilt x(a) = x(a)~' (der Querstrich bedeutet hier die komplexe
2 =

Konjugation). Auflerdem hat man e’; = e;k. Nach Lemma 4 ist |g1(x)

19.00) 12 = ga(})ga(X), falls a und f teilerfremd sind. Summiert man iiber
alle moglichen a € Z/fZ auf und benutzt, dal g,(x) = 0 fir alle nicht zu f
teilerfremden a ist, folgt

f—1
S(Ng I = D 9a(x)ga(x)
a=0
f-1
=Y O xef Y x(k)e; )
a=0
o l k
=3 xWx(k)efe
a=0 [,k
f-1
= > " x(Wx(k) D e,
Lk a=0

Ist in der letzten Summe [ = k, so ist die innere Summe gerade f. Ist andererseits
1 # k, so verschwindet die innere Summe (es gilt

-1 (I—k)f
fz a-k) _ € —1
€y - -k =0
a=0 ef -1

wegen eljfk — 1 # 0). Insgesamt wird also ¢(f)-mal f aufsummiert, da der
Fall [ = k gerade ¢(f)-mal auftritt und die anderen Terme keinen Beitrag zur
Summe liefern. Man hat schliellich

S(£)lg1 00 = (),

und die Behauptung folgt.
QED.
Lemma 6

Sei x jetzt auf ganz Z definiert durch die ibliche Festsetzung x(a) = 0, falls a
und f nicht teilerfremd sind. Fiir ein beliebiges a € Z gilt dann

X(a)g1(x) = ga(x),

mit anderen Worten
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Beweis
Nach Lemma 5 ist g1(x) # 0. Fiir teilerfremdes a und f gilt so die Behauptung
mit Lemma 4, b (es ist ¥ = x~!). Sonst folgt sie, da beide Seiten gleich 0 sind.

QED.

2.1.3 Eine Darstellung der Dirichletschen L-Funktion im Punkte 1

Sei x ein Charakter modulo n, als eigentlicher Charakter seines Fiihrers f betra-
chtet. Wir definieren x wie im vorhergehenden Abschnitt als Funktion iiber Z
durch die Festlegung x(a) := x(04), falls a und f teilerfremd sind, und x(a) =0
sonst.

Die Dirichletsche L-Funktion ist im Punkte 1 definiert durch die unendliche
Reihe

Ly = Y M

a=1
Daf} diese Reihe tatséchlich konvergiert, wird im Anhang A, Lemma 1 gezeigt.
Die folgende Darstellung dieser Reihe, die wir zum Beweis des Lemmas von
Franz benotigen, findet sich bei Franz, S. 254 und geht urspriinglich auf E. Hecke

zurick. Lemma 7

Sei x ein gerader Charakter (das heifit, es gilt x(c_1) = 1), aber nicht der
Hauptcharakter. Es werde x als eigentlicher Charakter seines Fihrers f betra-
chtet. Es sei €¢ eine primitive f-te Finheitswurzel. Dann gilt fir die Dirich-
letsche L-Funktion

L(l,x) = 91_(x) > x(k)log |1 — €.
kEG

Beweis

Wir betrachten zundchst den Logarithmus auf der rechten Seite. Allgemein hat
man fiir den Hauptzweig des komplexen Logarithmus die Reihenentwicklung

oo a

log(l—2) ==Y =,

a=1

falls  im Inneren des Einheitskreises liegt. Liegt  auf dem Rand des Einheit-
skreises, wie es der Fall ist, wenn x = €, Einheitswurzel ist, so gilt die En-
twicklung nach dem Abelschen Grenzwertsatz (vgl. Endl/Luh, S. 179) immer
noch, wenn z # 1 ist (das heifit, die Reihe konvergiert auch in diesem Fall). Die
Additionstheoreme sind jedoch fiir komplexes Argument nicht mehr so giiltig,
wie man es vom reellen her gewohnt ist. Es gilt nur noch log(z) + log(y) =
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log(zy) + 2mim fir ein geeignetes, von x und y abhéngiges m € Z. Man erhilt,
da (1 —ef)(1— ;%) =[1— 52 ist,

2log |1 — ¢k| = log |1 — €k[? = log ((1 — (1 - e;k))

oo _ak oo _—ak

€ €

= 2mim + log(1 — €%) + log(1 — ;%) = 2mi _E L_E:f
T 8( Ef) 8 r ) o a—1 @ a1 @

mit irgendeiner ganzen Zahl m. Es sind e;k und el}' zueinander komplex kon-
jugiert. Also ist

%) 6ak; %) e—ak %) eak + E—ak
- Foo_ Fey

PR D >

a=1 a=1 a=1

reell, da e}%k + e;ak reell ist. Es folgt
'] E‘;{-k ;ak
2mim = 4 T 4 92log|l — € e R,

az::l a g| f|

also m = 0, und man erhélt

210g|1e’}—i€zk+i€i;k- (%)
a=1 a=1
Sei nun M € IN beliebig. Mit L (1, ) sei die endliche Summe
M
LM(L X) = ;1 sza)

bezeichnet.

Setzt man geméfl Lemma 6 aus Abschnitt 2.1.2 iiber Gaufische Summen

_ ga(X)
a) = ,
x(@) 91(x)
wobei g,(x) = Y. X(k’)e:ﬁk war, erhilt man
keGy
M M ak
_ 1 ga0) _ 1 x(k)ef
91(x) az::l a 91(x) az::l kezG:f a

M _ak

- ! > NEDIES

g1(x keG a=1
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Da wir fiir den Charakter x(o_1) =1 (und damit x(k) = x(—k)) vorausgesetzt
haben, gilt, wenn man —k statt k einsetzt,

M _—ak

R D DR ((0) D

91(x) keGy

Faf3t man dies zusammen, ergibt sich

M _ak M _—ak
a0 = o Y (RT3 ),

91(x) kG

Mit M — oo und (x) folgt die Behauptung.
QED.

2.1.4 Formulierung und Beweis des Lemmas von Franz

Das folgende Lemma ist etwas allgemeiner als das Lemma in der Originalfassung
(vgl. Franz, S. 253).

Lemma von Franz

Mit eq seien beliebige, aber feste primitive d-te Einheitswurzeln bezeichnet. Gel-
ten fir ein g =Y a,0, € ZG,, die Voraussetzungen

a, =a_, fir alle o, € G,
(I1—€1)? =1 fiir alle P-Teiler d von n,

dann folgt g = 0, das heifit a, = 0 fir alle o,,.

Franz fordert zusétzlich > a, = 0 und (1 — €4)9 = 1 fiir alle Teiler d von n.
Diese Bedingungen sind, wie wir unten sehen werden, redundant. Ansonsten
folgt der Beweis im wesentlichen dem Beweis des Lemmas im Original.

Beweis

Zunachst wird hier die Behauptung des Lemmas auf das Nichtverschwinden der
Dirichletschen L-Funktion im Punkte 1 zuriickgefiihrt. Ein Beweis dieser in der
Zahlentheorie 6fter verwendeten Tatsache befindet sich im Anhang A.

Nach Teil ¢ des Satzes iiber die Charakterisierung von Einheiten in Gruppen-
ringen (Satz 1) geniigt es zu zeigen, dafi x(g) = 0 fiir jeden Character x von G,
gilt.

Zunachst wird dies fiir den Hauptcharakter gezeigt. Das heif3t, es ist zu zeigen,
dal aug(g) = > a, = 0 gilt. Sei dazu g = p® ein primer P-Teiler von n. Dann
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gilt nach Voraussetzung (1 — ¢,)¢ = 1. Darauf wenden wir das Element N, an,
und es gilt mit Lemma 6, b aus dem Abschnitt 1.2.5 {iber elementare Relationen

1= (1 _ €q)qu — ((1 _ eq)Nq)g =pd = paug(g)’

also p*'8(9) = 1 und somit aug(g) = 0.

Falls fiir einen Charakter x(o_1) = —1 gilt, so ist x(0,) = —x(o_,). Fiir einen

solchen Charakter ist > a,x(0,) = 0 auf Grund der Voraussetzung a, = a_,.

Sei also x(o_1) = 1 und x nicht der Hauptcharakter. Wir betrachten x als

eigentlichen Charakter seines Fiihrers f. Sei g(f) = >_b,0,, so daf also b, =
> a, ist. Dann gilt

v=p mod f
X@) = axte) =Y > ax(o)= Y bux(o.) =x(g(f).
veG, n€Gy v=p mod f neGy

Es ist x(g(f)) = 0 zu zeigen. Dazu beweisen wir zunéchst

[[a-em=1 (%)

neGy

fiir alle 0, € Gy

Es sei d der zu f gehorige P-Teiler von n. Mit dem in Abschnitt 1.2.5, Lemma 8
konstruierten Element M, s, fiir das (1 — eq)Maf =1 — ¢y gilt, ist

- 1
1=(1— Ed)gMd,,f b= (1— Elf)g =(1- Elf)g(f) _ H (1— ef#)bu,
neGy
und (x) folgt.
Bildet man Betréige und logarithmiert die Gleichung (*), so erhdlt man

> bulog|l— €[ =0
neGy

und somit auch
_ l _ l
Y oxlo) Y buloglt—€f'| = > by Y x(on)log|l — €[ = 0.
IGGf MGGf Mer ZGGf

-1

. Ok, folgt

Mit der Substitution k := ul, also oy = ¢

> b Y X0y ow) log 1 — €]

neGy keGy

= | X bux(a) | | D xlow)logll—€f] = o,

neGy keGy
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und wegen (0, ') = x(0,) ergibt sich

X | Y x(ow)loglt =5 = o

kGGf

Nach Lemma 7 gilt fiir den zweiten Faktor die Darstellung

> Xlow)log|l—€f| = —gi()L(1,x) # 0
kEG

mit der Gauschen Summe g, () und der Dirichletschen L-Funktion L(1, x), die
beide ungleich Null sind (Lemma 5 in Abschnitt 2.1.1 und Satz 8 in Anhang A).
Es folgt, daf der erste Faktor verschwindet, also x(g(f)) = 0.

QED.

2.1.5 Das Ideal ZG}}

Definition

Sei ZG,, der Gruppenring zu Z und G,,. Dann heifit
ZG! = (1+0_1)ZG,

das symmetrische Ideal von ZG,,.

Lemma 8

Im Fall n > 2, also im Fall, daff 1 und o_, verschieden sind, gilt fir ein
g=> a,0, € ZGy:

gEZG & a,=a_,.

Beweis
Es gilt fir h = > b,0, € ZG,, beliebig

(1+o0_1)h= Z(b,, +b_,)o,.

Dab, +b_, =b_, +b, ist, folgt “=”. Hat man umgekehrt g = > a,0, € ZG,
mit a, = a_,, so schreibt man

g=0to) Y o

o<v<n/2
(v,n)=1

und es folgt “<”.
QED.
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Mit dieser Definition und Lemma 8 liest sich das Lemma von Franz wie folgt:

Lemma von Franz (alternative Formulierung)

Es sei g € ZG, und es gelte fir alle P-Teiler d von n

n’
(1 - 6d)g = 1)

so ist g = 0.
Korollar
Sei g =3 a,0, € ZG,, beliebig, und es gelte fir alle P-Teiler d von n

(1 — Gd)g = 1,

so ist (14+0-1)g =0, das heifst, fir alle o, € Gy, gilt a, = —a_,,.
Beweis
Mit (1 — €4)? = 1 ist auch (1 — e4)(1t7-1)9 = 1. Da

(I+o)g=1+01)> ao, =Y (a,+a_,)o,

ist, folgt nach dem Lemma von Franz a, +a_, =0, also a, = —a_,.
QED.

2.1.6 Skizze einer Anwendung des Lemmas von Franz auf Gruppen-
ringe mit zyklischer Gruppe

Es sei C;, =< z > die von « erzeugte zyklische Gruppe der Ordnung n und
ZC,, der Gruppenring zu Z und C,,. Die Gruppe der Einheiten von ZC,, sei
mit UZC,, bezeichnet. Man definiert ganz analog, wie wir es fiir den Ring Z[e,,]
getan haben (vgl. Abschnitt 1.2.2), zur Einheit v = ) r,a* € UZC),, und zu
g=>_ a,0, € ZG,, die Bezeichnungsweise

n—1
ud = H ( mx‘“’) ceUZC,,.
0

veG, \p=

Man rechnet nach, dafl mit dieser Definition die gleichen “Potenzgesetze” gelten,
wie sie im Ring Z[e,,] hergeleitet wurden.

Ist w eine Einheit in ZC,,, so ist die Abbildung

ko AZG) — UZC,

g = w?

ein Homomorphismus von der additiven Gruppe AZG; in die Einheitengruppe
UZC, (dabei bezeichnet AZG; alle Elemente aus ZG; mit Augmentation
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0). Fiir einen Teiler d von n bezeichne x4, den Charakter von C),, der x auf €4
abbildet. Gilt flir w zuséatzlich

Xa(w) = (1 —eq)"

(dabei darf h nicht von d abhéngen), so kann man Aussagen tiber die Injektivitéit
von Ky, machen. Ist namlich s, (g) = 1 fiir ein g € AZG}}, so ist

(1—e) =1

fiir jeden Teiler d von n, und mit dem Lemma von Franz folgt hg = 0. Ist h in
AZG] kein Nullteiler, so folgt g = 0, und die Abbildung k., ist in diesem Fall
injektiv.

Zum Schluf} dieses Abschnitts wird nach einer Methode von Klaus Hoechsmann
explizit ein solches w € ZC), konstruiert. Es werden anschlieflend Bedingungen
fiir das zugehorige h herausgearbeitet, unter denen h kein Nullteiler in AZG;}
ist.

Wir kénnen uns das Rechnen im Gruppenring ZC),, so vorstellen, als ob wir im
Polynomring Z[x] rechnen mit der zusatzlichen Relation z™ = 1.

Es sei fi(z) fiir b € IN definiert durch

Fiir jedes b,c € IN und g € ZC,, gilt

fo(@)fe(@®) = fre(2),
9fn(x) = aug(g) fn(z).

Seien nun b und ¢ so gewahlt, dal ¢ invers zu b modulo n ist, so dafl also ein
k € Z existiert mit ¢b = 1 + kn. Es folgt

kn
fo(@) fe(z®) = fre(@) = 14> 2" = L+ kfu().
i=1
Die Einheit w, wird definiert durch
wy = fe(2) fo(2) = K fulz). (%)

Das Inverse zu wy ist

wy ' = fo(@) fo(a°) — kfn(),
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wie man folgendermaflen nachrechnet:

wywy ' = (fe(@) fol) = kfa(@)(fe(2®) fo(a®) = kfa())
= fe(@)fo(a) fo(@) fola®) — fol@) fo(a)k fu(z)
—fe(x ) fo(z)k fr(x )+k2fn( )fn()
= (14 kfu(z) 1+ kfo(x)) — cbkfr(x) — cbhfn(z) + k*nfo(x)
= (14+Ekfo(x)(1 +Efnu(z) = 201 + kn)k fr(z) + k*nfp(z)
= 14 2kfn(z) +nk?fo(x) — 2k f(2) — 2k*nf,(x) + E*nfn(2z) = 1.
Das zu diesem wy, gehorige h wird wie folgt hergeleitet. Sei d # 1 ein Teiler von

n. Der Charakter x4 ordnet  gerade eine primitive d-te Einheitswurzel zu. Fiir
ein a € IN ist

a—1 . 1— Ed
=D =
= 1-— ed
so daf
(fo(x)) = (1 — €)™Y
und

Xd(fn(2)) =0
gilt. Es folgt

Xa(ws) = Xa(f5(x))xa(fe(@)) = kxa(fu(z)) = (1 = eg) D7D,

Somit ist h = (o, — 1)(oc — 1).

Es ist jetzt zu kldren, wie b gewahlt werden mufl, damit g = 0 folgt, falls
g € AZG; und gh = 0 ist (also K, injektiv ist). Wir werden dazu Teil ¢ des
Satzes iiber die Charakterisierung von Einheiten (Abschnitt 1.1.4) anwenden,
der besagt, daf genau dann g = 0 ist, wenn x(g) fiir jeden Charakter y von G,
verschwindet. (Man muf} hier Charaktere x von G,, unterscheiden von Charak-
teren x4 von C,!) Sei also y ein beliebiger Charakter auf der Gruppe G,,. Da b
und ¢ modulo n invers sind, ist x(op) = 1 genau dann, wenn y(o.) = 1 ist. Im
Falle x(op) # 1 folgt dementsprechend

x(h) = (x(ov) = D(x(oc) — 1) # 0.
Und es gilt fiir einen solchen Charakter
x(gh) = 0 = x(g)x(h) = 0= x(g) = 0.

Ist x der Hauptcharakter oder gilt x(o_1) = —1, so ist x(g9) = 0, da g € AZG}"
ist. Wir wollen dies in einem Satz zusammenfassen.
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Satz 3 (Injektivitdt von K.,)

Seienn € IN und o, € G,,. Es gelte fiir jeden Charakter x von G, eine der drei
folgenden Bedingungen a,b oder c:

a) x =1, das heifst x ist Hauptcharakter,
b) X(J—l) = 717
) x(op) # 1.

Sei nun zu diesem b eine Finheit w = w, € UZC,, gemdff (x) konstruiert.
Dann ist die Abbildung

kw: AZGF — UZC,
g — w?
injektiv.
Umgekehrt ist k nicht injektiv, falls es einen Charakter x von G, gibt, der keine
der Bedingungen a-c erfillt.
Beweis

Es bleibt nach dem oben Gesagten die Umkehrung des Satzes zu zeigen. Sei y
ein Charakter fiir den keine der Bedingungen a-c gilt. Das heif3t, es ist fir ein
geeignetes o, € G,

a) X(oq) # 1, da ¥ nicht der Hauptcharakter ist,
b) )A((O—*l) = 13
¢) X(ow) =1.

Sei nun m € IN, so daf 7" = 1 gilt (zum Beispiel m = ¢(n)). Dann wird g
definiert durch

m—1

gi=(1+01)(0a—00) Y o} € AZG].
=0

Esist g # 0, da

m—1
Xg)= RA+0-1) Xow—a) (D 03)
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ist. Fiir jeden Charakter x4 von C), gilt daher
Xa(w?) = (1 =€) = (1 —eq)’ = 1,

und nach dem Satz tiber die Charakterisierung von Einheiten in Gruppenringen,
Teil d, folgt w9 = 1, also k(g) = w9 = 1. Da g ungleich Null ist, kann x nicht
injektiv sein.

QED.

Es stellt sich schliefllich die Frage, ob iiberhaupt o, € G,, existieren, so dafl
Ky injektiv ist. Ist n = p® oder n = 2p® mit einer Primzahl p, so kann o} so
gewahlt werden, dafl o}, eine Primitivwurzel (also ein Erzeuger) von G,, ist. Mit
dieser Wahl folgt aus x(op) = 1, dafl x der Hauptcharakter ist. Es ist also fiir
jeden Charakter eine der Bedingungen a oder c erfiillt.

Im allgemeinen Fall ist es hinreichend, dafl G,, von den Elementen o und o_;
erzeugt wird (die einzige Moglichkeit, zu verhindern, dafl x mit x(cp) = 1 nicht
der Hauptcharakter ist, besteht darin, x(c_1) = —1 zu definieren). Das ist
beispielsweise fiir n = 15 und b = 2 der Fall.

2.2 Das Lemma von Bass

Das Lemma von Bass ist eine Verallgemeinerung des Lemmas von Franz in dem
Sinne, daf nicht nur das Produkt {iber Ausdriicke 1—¢? fiir ein zu n teilerfremdes
a gebildet wird, sondern alle a zwischen 0 und n — 1 auftauchen. Im Rahmen
dieser Arbeit ist es interessant, da der hier gefiihrte Beweis im Unterschied zur
Originalversion (vgl. Bass, S. 401, Th. 3) mit dem Gruppenring ZG,, arbeitet.

2.2.1 Formulierung und Beweis des Lemmas von Bass

Lemma von Bass

Sei €, eine beliebige, aber feste primitive n-te Finheitswurzel. Fir jeden Teiler
VoM N Sel €q 1= ez/d und gq aus ZG;. Gilt fiir jedes a|n die Relation

H/(l — €3)9d =1, (%)

d|n

so folgt

Il
o

9d

fir alle d > 1.

Der Strich am Produktzeichen bedeute dabei, dafi das Produkt nur tiber die Fak-
toren gebildet wird, die ungleich 0 sind, fir die also € # 1 ist.
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Beweis

Zunéichst zeigen wir, daf die Voraussetzung “(x) gilt fiir a|n” dquivalent zur
Voraussetzung “(x) gilt fiir a € Z” ist. Sei also a € Z. Wir schreiben a =
sb mod n, so dafl b ein Teiler von n ist und s zu n teilerfremd (dies ist moglich,

wenn man b = (a,n) setzt und s so wahlt, daf§ % = s mod % und (s,n) = 1 ist).
Es gilt dann

! !
[Ta—epo =][ @ —=epros =17 =1.

d|n dln

Der Beweis des Lemmas von Bass lauft nun so ab, daf§ mit Induktion g4 = 0
fiir 1 < d < n gezeigt wird. Damit folgt die Behauptung aus dem Lemma von
Franz. Es werden auf zwei verschiedene Arten die Voraussetzungen geschaffen,
um das Lemma von Bass fiir einen Teiler von n anzuwenden.

Fiir n = p Primzahl ist das Lemma von Bass identisch mit dem Lemma von
Franz. Die Induktion ist somit fiir jede Primzahl verankert.

Wir schreiben nun n = gt. Dabei ist ¢ = p® ein primer P-Teiler von n. Mit (x)
fiir a := pb und b € Z beliebig gilt

/
b
1= Ja-ah

d|n

-1

dlt

/

(@ = ey epyoer (= eaoort - (1= pyoer ).

Wegen € 5 = €gpo-1 ist also

1= H' ((1 — €Y)oroa (] — eb)gar(d) (] — ezp)gdpz(dm .
dft

a—1 !
e (1 €y )9 P >> = I =eyne,
dl(n/p)
wobei
hy =4 v + gap(d) fallspfd
gap(d) falls p|d
ist.

Mit dem Lemma von Bass fir n/p folgt hy = 0 fiir 1 < d < n/p. Fir ggp(d)
bedeutet das
gap(d) = —opgq  falls pjfd (54)
und  ggp(d) =0 falls  pl|d.

Sei jetzt n = pt. Wir benutzen das Element NN,, das im Abschnitt {iber ele-
mentare Relationen definiert wurde und unterscheiden die Falle p|t und p J¢.
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p ft: Fir das Element N, gilt nach Abschnitt 1.2.5, Lemma 6 (unter Verwen-

-1 1
[oa g
— P d .
dung von eg, = €,” €, ):

(1—ea)™r = (1—e)=)
(1—e)Mr = (1—¢y)®W
(1- ep)NP = p

Sei nun b ein beliebiger Teiler von t. Man erhélt

1= Ty

d|n
/
= =)o TT (- oou(1 = by ¥oser)
1<d|t
/ —
= po H ((1_EZ)¢(p)9d(1_EZ)(I_UPI)QL{P)
1<d|t
/
=y [T 0 - i

dt
Dabei ist
ka=¢(p)ga+ (1 — 0, )gap(d) € ZG,.

Es ist aug(g,) = 0: Dazu schreiben wir ¢ = ¢y - - - ¢, mit primen P-Teilern
<t und wenden auf den Term

qi = P;
puelor) H/(l — ¢b)ka
d|t
sukzessive die Elemente V4, bis IVy,, an. So ergibt sich
1= p¢(Q1)---¢(qm)aug(gp)p§1 Cooplm

mit irgendwelchen ganzen Zahlen s1, ... s,,. Da die p; alle ungleich p sind,
muf ¢(qq) - - - ¢(gm)aug(gp) verschwinden, also ist aug(g,) = 0.

Man erhélt so

[Ta-ey=1

dlt
und nach der Induktionsvoraussetzung kg = 0 fiir 1 < d < t. Wegen (%)
ist g4p(d) = —0pga, und es gilt
0=Fka = ¢(p)ga+(1—0,")gap(d)
= (- Vga+ (-0, ) (~0p00)
= (p—0p)ga-
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Nach dem Satz iiber die Charakterisierung von Einheiten in Gruppenrin-
gen ist p — o, in Q Gy kein Nullteiler (es gilt fiir jeden Charakter x von
Gq, daB |p— x(op)| > p—|x(0p)| =p—1> 0ist), und es folgt g4 = 0 fiir
1<d<t.

plt: Mit dem Element N, gilt in diesem Fall (Abschnitt 1.2.5, Lemma 7)

. N, _ 1-— Edpa—l falls 6 =«
(1 —€gpm) _{ (1 —e€gpe)? falls B <a

fiir jedes zu p teilerfremde d. Dabei ist a der maximale p-Anteil von n,
das heifit, ¢ = p® ist primer P-Teiler von n. Wir schreiben n = p®s. Sei b
ein Teiler von ¢t. Fir p Jb gilt

! ! !
1= H (1— eg)ngp — H (1— Eg)ngp H (1- Egpa)gdpaNp
d|s

dn dlt
! / a—1
= H (1 — eb)poa H (1— ezpail)gdpa (dp®™1h)
dft d|s
und fiir p|b
!/ 7 ’
1= H (1- eg)ngp = H (1— EZ)ngp H (1-— Elépa)gdpa]vp
d|n d|t dls
! 12 o
= [T —ehyroTT (1= el ysamm @™ DN,
dft d|s

Wegen (xx) ist ggpe (dp®~') = 0. Das heift, in beiden Fillen verschwindet
das zweite Produkt. Es folgt

!/
1= [Ty,
dlt

und mit Induktion folgt pgq = 0 fiir 1 < d < ¢, mithin g4 = 0.

Zusammenfassend gilt somit: Hat man einen beliebigen echten Teiler d von n,
so gibt es ein ¢ mit d|t und pt = n. Es folgt nach einem der beiden oben
ausgefiihrten Félle g4 = 0, und (*) wird zu

(1—e)m =1

fiir alle Teiler a # 1 von n. Mit Franz folgt g, = 0, was schliefSlich noch zu
zeigen war.

QED.
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2.2.2 Weitere Bemerkungen zum Lemma von Bass

Ahnlich wie das Lemma von Franz kann man auch das Lemma von Bass auf
Einheiten im Gruppenring ZC,, anwenden. Hat man zu jedem Teiler d von n
eine Enheit wy € ZC,4 konstruiert, so daf} fiir jeden Charakter y von C,, fiir alle
d|n entweder

x(wq) =1
oder

X(wa) = (1 — )"

mit einem geeigneten hy € ZG4 und einem nur von x abhéangigen Teiler a von
n, so folgt fiir ein g4 € ZG&|r aus der Relation

ngd =1,

d|n
dal hggq = 0 ist.
Dies sollte nur als Anhaltspunkt dienen fiir weitere Uberlegungen, die iiber den
Rahmen dieser Arbeit hinausfiihren.
Eine Anwendung des Lemmas von Bass zur Konstruktion unabhéngiger Ein-
heiten im Gruppenring ZC), findet sich bei Karpilovsky, S. 156ff. Die dort
beschriebene Konstruktion geht auf H. Bass zurtick.
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3 Konstruktion von Basen in der Gruppe der
zyklotomischen Einheiten

Sein € IN. Es wird nun die Gruppe der zyklotomischen Einheiten weiter unter-
sucht. Diese war definiert durch (vgl. Abschnitt 1.1.3)

CM = < {xep,1—€acZ}> NUZe,)
und wird nach Satz 2, Abschnitt 1.1.3 erzeugt durch
E™ = {(1—e&) [t €T, \ Po,o, € Gy}
U {1-¢€) V| g€ Py 0, €Gy}
U {xe,}.

Dabei war T, die Menge aller P-Teiler und P,, die Menge aller primen P-Teiler
von n.

Allgemein gilt fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe die Zerlegung
G = Gtor X ZT?

wobei Gy, den Torsionsanteil und r den Rang bezeichnet (siehe z.B. Lang,
S. 49, Th. 8). Mit dem Wort “Basis” ist im folgenden immer eine Basis des
torsionsfreien Anteils der Gruppe der zyklotomischen Einheiten gemeint, also r
Elemente, die zusammen mit der Torsionsgruppe die Gruppe erzeugen.

Definition

Seien u,v € C™, dann sagt man “u ist gleich v modulo Torsion”, wenn es eine
Einheitswurzel e € C™) gibt, fiir die

U = €v

gilt. Man schreibt in diesem Fall u = v.
Lemma 1

Es sei €q eine d-te Einheitswurzel, d ein Teiler von n, dann gilt

tor —
l—edzl—edl.

Beweis
Der Beweis folgt direkt aus

1—eq=—ea(l —e;h).

QED.
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Wegen dieser “trivialen” Abhéngigkeit zwischen zyklotomischen Einheiten ist
es sinnvoll, nur mit einem “halben” Restsystem von G, zu arbeiten, das heifit
mit einem Vertretersystem von G,,/{£1}. Dazu wird folgende suggestive Beze-
ichnungsweise definiert.

Definition

Sei n > 2. Dann werden fir o, € Gy, folgende Bezeichnungen definiert:

o, >0 & UVE{UGEGn|O<a<+g},
o, <0 & O'VG{O'GEG7L|—3<CL<O},
o,>1 & o0,>0 und o, # oy,

o, <—-1 & 0,<0 und o, #o0_1,
o,=1 & o0, =01,

o,=-1 & o0,=0_1.

Es handelt sich hier ausdriicklich nur um eine Schreibweise. Mit “<” bzw.
“>” wird also keine Ordnungsrelation oder dhnliches definiert. In G,, gibt es
in diesem Sinne keine “positiven” oder “negativen” Zahlen. Trotzdem gilt mit
dieser Bezeichnungsweise

o, >0 0_, <0.

3.1 Das Einheitensystem von Ramachandra

Es gelte im folgenden n > 2. Das Einheitensystem von Ramachandra erzeugt
eine Untergruppe der zyklotomischen Einheiten von endlichem Index in UZ[e,,].
Es folgt also aus der Konstruktion dieses Einheitensystems, dafl auch die Gruppe
aller zyklotomischen Einheiten endlichen Index in UZ[e,,] hat. Nach dem Dirich-
letschen Einheitensatz ist der Rang der Einheitengruppe in Zle,], das heifit die
maximale Anzahl unabhangiger Einheiten, %(b(n) — 1 (siehe z.B. Weiss, S. 267,
Proposition 7-6-1). Ramachandra stellt nun gerade 1¢(n) — 1 Einheiten zur
Verfligung, die unabhéngig sind.

Definition
Sei T, die Menge aller P-Teiler von n. Sei €, eine beliebige, aber feste primitive
n-te Einheitswurzel. Schlieflich sei €4 := eﬁ/d. Fiir o, € Gp,0, > 1 heifit die
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zyklotomische Einheit

e I [0

deT, deT,

Ramachandra-FEinheit.

Wir werden nun die Unabhéngigkeit dieser Einheiten beweisen.

Satz 4 (Unabhdngigkeit der Ramachandra-Einheiten)

Es seien fir o, > 1 die u, wie oben definiert. Dann folgt aus
IT wr =1,
o, >1

daf$ a, =0 fir alle o, > 1 ist.

Bevor der Satz bewiesen wird, noch ein Korollar, das auch die Torsionselemente
berticksichtigt. Man erhélt dabei aber nichts wesentlich Neues.

Korollar

Sei € eine beliebige Einheitswurzel. Dann folgt aus

ay __
€ Il u,” =1,

o,>1

dafy a, =0 fir alle 0, > 1 (und damit auch e = 1) ist.

Beweis des Korollars

Erhebt man letztgenannte Bedingung zu einer geeigneten k-ten Potenz, so dafl

eF =1 ist, gilt
[T vt =1,
o,>1
und mit Satz 4 folgt ka, = 0, also a,, = 0 fiir alle o,,.
QED.

Der Beweis von Satz 4 weicht von der urspriinglichen Version (vgl. Ramachand-
ra, S. 172) dadurch ab, daB hier mit Gruppenringen gearbeitet wird, um das
Lemma von Franz anwenden zu koénnen.

Beweis des Satzes

Der Beweis wird mit Hilfe des Lemmas von Franz gefiihrt. Dazu formen wir
zunichst die Voraussetzung des Satzes um. Es gilt

[ = I1 TTa-w

o,>1 o, >1deT,
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IT IT@-efmbe

deT, o,>1

[[a-e)r =1

deTy,

Dabei ist g1 als Element des Gruppenrings ZG,, definiert durch
g4 1= Z ay(o, —1).
o,>1

Wir setzen

g:=Q1+0-1)g+,
und es ist dann auch
[T -cqystoo = [T 1 —ea)? = 1.
deT, deT,

Schreibt man g = Y b,0, mit Koeffizienten b, so gilt fiir diese

a, falls o, >1
b, =4 — ZUMM a, falls o,=1
a_, falls o, <0.

Insbesondere folgt aus b, = 0, dafl auch die a, verschwinden. Da auflerdem
g Augmentation 0 hat und b, = b_, ist, geniigt es, zum Beweis des Satzes
folgende Proposition zu zeigen.

Proposition (verallgemeinertes Lemma von Franz)

Sei g € AZG}. Es sei eq = ez/d und €, eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann folgt aus
[Ta-e)?=1, (%)
deT,

dafs g =0 ist.

Beweis der Proposition

Der Beweis wird mit Induktion nach der Anzahl der P-Teiler von n gefiihrt. Ist
n = ¢ Primzahlpotenz, so ist T, = {¢}, und () ist gerade die Bedingung, die
als Voraussetzung zum Lemma von Franz benotigt wird. Es folgt g = 0.

Fiir den Induktionsschlufl schreiben wir n = ¢t, wobei ¢ = p® ein primer P-
Teiler von n ist. Wir benutzen das Element N;. Fiir dieses Element gilt (Ab-
schnitt 1.2.5, Lemma 6), falls ¢4 und ¢, primitive d-te bezichungsweise ¢-te
Einheitswurzeln (d # 1) sind,

(1—caeq)™ = (1= g7
(1 —eq)Ne (1 —eq)?@
(1—e)Ne = p
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-1

ol o .
Wegen €qq = €,;," €4 (Abschnitt 1.2.4, Lemma 4) folgt

[T @—ea™

deT,

= (1= JT (1 —ea)™ (1 = eag)*?)

deTy

o=l o1
= puelo) H (1 —e)N19(1 — €5 eq® )Na9)
deT;
= e I ((1 _eg)P @9 (q ed)agloqu—o;l)g(t))
deTy

= H (]_ — ed)hqg(t)

deTy

1

mit hg = ¢(¢q)+1—0,'. Wir haben im letzten Schritt ausgenutzt, da aug(g) =
0 vorausgesetzt wurde, so daB p"&(9) =1 ist. Aus der Induktionsannahme folgt
heg(t) = 0. Da hy kein Nullteiler in ZG, ist (es gilt fiir jeden Charakter x
von Gy die Abschétzung |x(hg)| > ¢(q) + 1 — [x(0, ') = ¢(q) > 0), folgt also
g(t) = 0.

Hat man allgemein einen beliebigen P-Teiler d # n von n, so ist n = grd mit
einem primen P-Teiler ¢ und einem eventuellen weiteren P-Teiler r. Nach dem
oben Gezeigten folgt g(rd) = 0. Es ist also

(1 —eq)? = (1 —eq)99 =1.

In Gleichung (x) eingesetzt ergibt sich auch fiir n

1-e) = J[A-e)?=1.

deT,
Als Quintessenz folgt fiir jeden P-Teiler d von n, dafl
(1 — Ed)g =1

ist, und mit dem Lemma von Franz folgt g = 0.
QED.

3.2 Explizite Konstruktion einer Basis

Ziel ist es, eine Basis fiir den torsionsfreien Teil aller zyklotomische Einheiten zu
schaffen fiir den Fall, dafl n von héchstens drei verschiedenen Primzahlen geteilt
wird. Dies gelingt, indem Elemente aus dem Erzeugendensystem E(™) sukzessive
entfernt und die jeweils entfernten Elemente mit Hilfe der ibrigen, verbliebenen
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dargestellt werden, bis gerade noch %qb(n) —1 Elemente tibrig bleiben. Natiirlich
ist dies keine Methode, die in allgemeinen abelschen Gruppen zum Erfolg fiihren
muf} (beispielsweise wird (Z,+) von den Elementen 2 und 3 erzeugt, und hier
erhdlt man offensichtlich keine Basis, indem man eines der beiden Elemente
weglaBt). Wir werden aber sehen, dafl dieser Ansatz fiir die Gruppe der zyk-
lotomischem Einheiten fruchtet. Im folgenden wird immer n # 2 mod 4 vo-
rausgesetzt. Dies bedeutet beim Arbeiten in zyklotomischen Kérpern keine
Einschrankung, da wegen €, = —¢,, fiir u ungerade Qlea,] = Qe,] ist.

3.2.1 Konstruktion einer Basis im Fall n = ¢

Satz 5 (Basis im Falln = q)

Sein = q = p® Primzahlpotenz. Dann ist

B, :={(1- eq)""_l | o, > 1}

eine Basis von ™).

Beweis

tor

Es besteht B, aus genau %qb(q) — 1 Elementen, und wegen 1 — ¢, = 1 — ¢,

liegen auch die Elemente (1 — ¢,)°*~! fiir o, < —1 in < B, >. Dies sind schon
alle Einheiten aus E@,

QED.
3.2.2 Konstruktion einer Basis im Fall n = ¢gr
Seien ¢ und r zwei Primzahlpotenzen. Nach dem Chinesischen Restsatz ist
G, =2 Gy x Gy

Fiir ein Element o, € Gy, schreiben wir dementsprechend o, = (z,y) mit € G,
und y € G,. Sei ¢, eine feste n-te Einheitswurzel. Wir stellen €, = ;¢ als
Produkt einer primitiven g-ten und r-ten Einheitswurzel dar und schreiben

— Ty
= €67

Satz 6 (Basis im Fall n = qr)

Sein = qr das Produkt zweier Primzahlpotenzen, dann ist

By:=  B,UB,
U {1-€e®¥ |z>1,y>1}
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U {1—€e®% | 2>0,y<0}

eine Basis von C'™).

Beweis
Wir bestimmen zunéchst die Anzahl der Elemente in B,;.. Dazu machen wir
folgende Aufstellung:

Menge : Anzahl :
Bq % (Q) -1
Br %QS(T) -1
{1—er [2>1y>1} (36(a) = D(30(r) = 1)

{1—€&¥ |2>0,y<0} So(q)3o(r).
1

Das ergibt summa summarum #B,, = 2¢(q)—1+3¢(r)—1+(26(q)—1) (30 (r)—
1)+ 26(q)2o(r) = 30(q)¢(r) — 1 = ¢(n) — 1 Elemente. Die Anzahl stimmt
also. Die Elemente aus E™) von denen wir jetzt zeigen miissen, da8 sie durch

Elemente aus By, dargestellt werden konnen, sind die 1 — eﬁf’y) mit

a) * <0,y >0,

b) x=1y>1,

d z=1y=1,

)
)
¢c) z>1l,y=1,
)
e)

<0,y <O0.

Dies ist an Hand folgender Tabelle klar:

r=1|z>1l|lz<—-1|2x=-1
y=1 d ¢ a a
y>1 b B a a
y<-—1 B B e e
y=-—1 B B e e

Dabei sind mit B die Elemente bezeichnet, fir die 1 — eﬁf’y) in der Basis liegt,

die Buchstaben a-e beziehen sich auf die oben angefiihrten Félle a-e.

Zua: Sei x < Ound y > 0. Esist 1 — eﬁf’y) =] - %_x’_y), da wegen des
Chinesischen Restsatzes —(z,y) = (—z, —y) gilt. Die Elemente mit = < 0
und y > 0 werden also durch diejenigen mit x > 0 und y < 0 erzeugt.
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Zu b:

Zu c:

Zu d:

Zu e:

Sei y > 1 fest. Wir schreiben ¢ = p® mit einer Primzahl p. Es sei mit ¢
die Zahl ¢ := p®~! bezeichnet. Fiir das Element N, galt

(1= ege)™ = (1= ey,

Da N,= Y. o0, ist, schreiben wir dies als
v=1 mod r

[Ta-ce=a—eay.

z€Gy

Man kann dies anschaulich so interpretieren, dafi das Produkt iiber Ele-
mente gebildet wird, die in obiger Tabelle langs einer horizontalen Linie
liegen. (Analog entspricht die durch N, induzierte Relation der Bildung
des Produkts langs einer Vertikalen.) Klammern wir aus dem Produkt auf
der linken Seite den Faktor zu x = 1 aus und schreiben den Rest auf die
rechte Seite, so erhalten wir

~1
1— el = (1 — ¢¥)oa—a H (1—egel)
z€G4\{o1}

als Darstellung von 1 — e%l’y) durch Elemente, von denen wir schon wissen,
daB sie aus < By, > sind. (Wegen aug(o, — 04) = 0 liegt (1 — €¥)?a7%4 in
< B,>C< By, >.)

Der Fall z > 1 und y = 1 ist absolut symmetrisch zum Fall b, indem man
die Rollen von ¢ und r vertauscht.

Den Fall x =1 und y = 1 kénnen wir analog zu b abhandeln, wenn wir
dort y = 1 setzen. Wir erhalten

—1
1—€,=(1—¢.)% 7 H (1 —eger).

z€Gg\{o1}

Von den Elementen 1 — €7e, mit x > 1 wissen wir jetzt aus ¢, daf sie alle
in < By, > liegen.

Die Elemente 1 — eﬁf*y) mit z < 0 und y < 0 werden genauso wie in a auf

Grund von 1 — 655””’) =1 627I77y) erzeugt. Daf} diejenigen mit x > 0

und y > 0 in < By, > liegen, folgt aus b,c und d.

QED.
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3.2.3 Konstruktion einer Basis im Fall n = grs

593

Seien nun ¢, r, s drei teilerfremde Primzahlpotenzen. Es gilt wie im Fall n = g¢r

nach dem Chinesischen Restsatz

Gn =Gy x G, x G,

Wir schreiben demnach ein Element o, € G, als Tripel (z,y, 2) € Gy X G, X G,

und definieren

_@yr) ] ¥ ] (YA
1—¢"7":=1—¢,=1—¢,cle,.

Das folgende Diagramm ist als “dreidimensionale Tabelle” zu interpretieren, in
die alle Elemente (z,y, z) € G, eingetragen sind. Die Beschriftung der Quader
gibt eine gewisse Ubersicht iiber die Teilmengen von G,,, mit denen wir arbeiten

werden. Man muf} sich dabei,die nicht sightharen Eintrige hinzudenken.

=1
y=1
z=—1

y=1 y=1 y=1
z=—1 z=—1 z=—1
r=—1 r<—1 z>1 z=1
y=1 y=1 y=1 =1
z<—1 z<— z<—1 z2<—
r=—1 r<—1 x>1 r=1
y=1 y=1 y=1 y=1
z>1 z>1 z>1 z>1
r=1
y>1
z=—1 z<—1 z>1 r=1 z<—1
y=1 y=1 y=1 y=1 y=1
z=1 z z=1 z=1
z=1
y>1
z>1
rT=— r<—1 z>1 x=1
y>1 y>1 y>1 y>1 y>1 z=1
z=1 z=1 z=1 z=1 y<-1
z<—1
m:%
Y<- z=1
z>1 y=—
z<—1
rz=—1 r<—1 z>1 x=1
y<—1 y<—1 y<-—1 y<—1 y<—1 z<~1
z=1 z= z=1 z=1 =1
y=—1
z>1
z>1
r=—1 r<—1 r>1 x=1
y=—1| y=-1 y=—1 y=-—1 y=-—1
z=1 z=1 z=1 z=1 z=1
r=—1 r<—1 r>1 =1

z=1
y=-—
z=—

=1
y=—
z=—1

r=1
Yy=—
z=—1
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Wir fiihren die Kurzschreibweise {x > 0,y > 0,z > 0} fiir die Menge {1 —

5% | 2> 0,9 > 0,2 > 0} usw. ein. Betrachtet man dann die vier disjunkten

Mengen

My :={x >0,y >0,z >0},
M, :={zx <0,y >0,z >0},
M, :={z >0,y <0,z >0},
M, :={x >0,y >0,z <0},

so liegt modulo Torsion jedes Element 1 — egf’y’z) in einer dieser Mengen (da
—(x,y,2) = (—z, —y, —z) ist). Die Basis ergibt sich nun, indem aus jeder dieser
vier Mengen gewisse Elemente, fiir die z = 01, y = 01 oder z = 07 ist, wegge-
lassen werden.

Satz 7 (Basis im Fall n = qrs)

Sei n = qrs das Produkt dreier Primzahlpotenzen q, v und s. Dann ist

Bys = By UBg UB,,
U {1-€@%9) |z>1,y>1,2>1}
U {1—-€e@%2) | 2<0,y>1,2>0}
U {1—€@%9) | 2>0y<0,z>1}
U {1—€e®%2) | 2>1,y>0,2<0}

eine Basis von C™).

Zeichnet man in dem dreidimensionalen Diagramm nur diejenigen Quader ein,
die durch diese Mengen charakterisiert werden, so ergibt sich folgendes Bild:
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y>1

z=—1

y<-1 z2<—1

z>1

Yy=-=

r=—1 r<—1 x>1 =1

Beweis

Wir werden, soweit es geht, in Analogie zum Fall n = ¢r argumentieren, allerd-
ings jetzt prinzipiell modulo Torsion rechnen. Das heifit, wenn wir gezeigt haben,
daf} ein Element 1 — egf’y’z) durch andere Elemente erzeugt werden kann, folgt
direkt, daB auch das Element 1 — &, “ "~ erzeugt werden kann.

Zunéchst sind die Elemente in By, s zu zahlen. Dabei ist zu beachten, dafi By,
Bys und B,s paarweise nicht disjunkt sind. Es gilt vielmehr By, N By, = By,
By NBys = B, und B,sN By, = By. Macht man die Mengen disjunkt, so lautet
die Aufstellung:

Menge : Anzahl :
qu \Bq %¢(q)¢(7") -1- (%
qu \ B %QS(Q)QZS(S) -1- (%
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By \ B, 30(r)(s) = 1= (30(r) — 1)
{fr>1Ly>1,2>1} (30(q) = D)(50(r) = 1) (56(s) — 1)
{r<0,y>12>0} 30(0)(50(s) — 1)56(s)
{zr>0,y<0,2>1} 30(Q)3(r)(30(s) — 1)
{r>1,y>02<0} (50(q) — 1)50(r)56(s).

Diese Terme rechnen wir aus:

30(@)d(r) — 1= (36(q) —1) = 3(q)d(r) — 36(q)
$0(Q)d(s) —1— (30(s) = 1) = Lo(q)e(s) — $(s)
30(r)d(s) =1 = (30(r) = 1) = 36(r)o(s) — 5¢(s)
(36(0) = 1)(36(r) = 1)(306(s) = 1) = §6(@)(r)d(s) — 16(q)o(r)
—10(@)9(s) — 1(r)o(s)
+30(q) + 50(r) + 50(s) — 1
30 (56(r) = Dz6(s) = 58(@)o(r)d(s) — 36(a)¢(s)
30(@)30(r)(30(s) —1) = L6(q)o(r)é(s) — 1o(q)d(r)
(36(q) — D3o(r)io(s) = $6(@)p(r)é(s) — To(r)é(s),

und die Summe betréigt tatsichlich 1¢(q)@(r)d(s) — 1 = ¢(n) — 1.

Es sei wieder ¢ = p* und ¢ = p®~'. Analog seien die Zahlen 5 zu s und #
zu 7 definiert. Wir werden, soweit es geht, mit der von NV, induzierten Formel
argumentieren, die in diesem Fall

(1 —ete)e 0 = [ (1 - eted)
r€Gy

lautet. Das Produkt auf der rechten Seite wird, wenn man es an Hand des
Diagramms interpretiert, iber alle Elemente langs einer waagerechten Geraden
gebildet. Analoge Formeln gelten natiirlich, indem man die Rollen von s und ¢
bzw. r und q vertauscht.

Wir wollen uns zuerst eine Ubersicht verschaffen, welche Elemente wir erzeu-
gen miissen. Sie entsprechen gerade jenen Quadern, die im zweiten Diagramm
fehlen. Wir bezeichnen die Mengen sukzessive mit A1, Ao, usw. In dieser Rei-
henfolge werden wir denn auch vorgehen. AuBerdem wird der Ubersichtlichkeit
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wegen angegeben, aus welcher der Mengen My, M, My, M, die A; sind:

Ay = {x=1lLy>1l,z2>1} C My,
Ay = {r>1ly=1,2>1} C My,
As = {x>1ly>1lz=1} C Mo,
Ay = {e<-1ly=1,2>0} C M,
A = {z>0y<—-1,z=1} C M,
Ag = {z=1Ly>0,z2< -1} C M,,
Ay = {x>ly=1,2=1} C My,
Ag = {.’Ezl,y>1,2::1} C My,
Ag = {x=1lLy=1,2z>1} <C Mo,
Ay = {z=-1y=1,2>1} C M,,
Ay = {z>ly=-1,z=1} C M,
A = {a=1Ly>1l,z=-1} C M,
und schliefllich
Az = {r=1Ly=1lz=1)}U{a=-1,y=1,2=1)}

U {z=1Ly=-1z=1)}uU{e=1y=1z2=-1)}.

Wir werden spéater sehen, dafl die einzige Menge, die wirklich Schwierigkeiten
macht, die Menge A3 ist. Wir wollen noch den Mengen, die Basiselemente
enthalten und nicht in einer der Mengen B, Bys oder B, liegen, einen Namen
geben, und zwar definieren wir

By = {x>1,y>1,z>1} C My,
B, = {z<0,y>1,2>0} C M,
B, = {£>0,y<0,z>1} C M,,
B, = {#>1y>0,2<0} C M,.

Schlieflich werden wir zu einer gegebenen Menge M mit M~ die Menge beze-
ichnen, die gerade die Elemente mit entgegengesetzten Vorzeichen in z, y und
z enthélt, wie sie in M zu finden sind. Zum Beispiel ist By die Menge {z <
-1,y < =1,z < —1} usw. Es gilt dann gerade, dal M und M~ modulo Torsion
die gleichen Elemente enthalten.

Alle Relationen, die unten auftauchen, sind eine Folgerung der Relationen, die
von den Elementen Ny, N, oder N, induziert werden. Die Elemente in den A;
werden wie folgt erzeugt:

Aq: Seien y > 1 und z > 1 beliebig, aber fest. Es gilt

1 _
1— 651172172) — (1 . Egeg)o’qfaq H (1 . ngc’y’z)) H

z>1 <0
€ < Brg > € By € B,

1
(1 — e@v2)y,
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Ay, Asz: Die Elemente aus A und Az erhélt man analog zu den Elementen
aus Aj, indem man die Rollen von ¢, r und s vertauscht. Man beachte, daf} die
gesamte Konstruktion symmetrisch in ¢,  und s ist.

Ay: Seien x < —1 und z > 0 beliebig, aber fest. Es gilt

z,1,z T 2\O,—0n -1 T,y,2 -1 .Y,z
1—emla) (1 — etez)oror H (1 76% Y )) H (1 7€§L Y )).
y>1 y<0
€ < By > € B, € B

z

As, Ag: Dieses geht wieder symmetrisch zur Menge Aj,.

A7: Sei jetzt > 1 beliebig, aber fest. Man erhélt

-1 -1
= (1—€le)o=0s H (1 — el®12)) H (1 — el@b2)y,
z>1 2<0
€ < By > €Ay € B,

1_ 6slfc,l,l)

Ag, Ag: Symmetrisch zu A;.

Aqp:  Sei jetzt z > 1 beliebig, aber fest. Man erhélt

—1
1— 6sl—l,l,z) _ (1 o eq—lez)arfof H (1 o Ggfl’y’z)) H

y>1 y<0
€ < Bys > € B, € Ay

-1
(1 — ety

Aq1, Ajo: Symmetrisch zu Aqg.

A1z: Die Menge A3 U Aj; wird gerade durch die Wiirfel an den Ecken des
Diagramms dargestellt. Mit dieser Anschauung ist es intuitiv einsichtig, daf}
wir zunachst keine von den Elementen N,, N, oder N, induzierte Relation
zur Darstellung von Elementen aus Aj3 benutzen koénnen. Die Anwendung
einer dieser Relationen bedeutet nédmlich, dal man alle Elemente entlang einer
Parallelen zu einer der Kanten aufmultipliziert. Wenn wir das hier tun, stolen
wir immer auf zwei Elemente aus A;3. Wir konnen aber mit einem Trick eine
Darstellung fiir (1 — €n)2 herleiten, die ohne die anderen Elemente aus Ais
auskommt. Wir werden diese dann so umformen, daf (1 —¢,)? als Produkt von
Quadraten von Elementen, die nicht aus A;3 sind, dargestellt wird, und es ergibt
sich so eine Relation fiir 1 — €,. Die restlichen Elemente aus A;3 erzeugen wir
danach auf die {ibliche Weise mit Hilfe von 1 —¢,, und einer von Ny, N, oder IV,
induzierten Relation. Wir wollen diese Konstruktion als Lemma formulieren.
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Lemma (Darstellung von 1 —€,,)

Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann gibt es eine Darstellung von
1—¢,
als Produkt zyklotomischer Einheiten aus E™, die aber nicht modulo Torsion

in Ais liegen, die also micht von der Form

+1_+1_+1
1—e €€

(alle acht Kombinationen der Vorzeichen méglich) sind.

Beweis des Lemmas

Wir werden zunéachst, wie es in der Vorbemerkung angedeutet wurde, eine
Darstellung von (1—¢,)? herleiten, die nur aus Quadraten besteht. Zur besseren
Ubersicht wird der Beweis in vier Schritten durchgefithrt. Im ersten Schritt wer-
den wir in Z[e,| = Zeqrs| arbeiten, im néchsten Schritt im Ring Z[e,,] und
im dritten Schritt in Z[e,]. Dabei werden wir symmetrisch in ¢,  und s rech-
nen, so daff wir die Rechnungen in Zle,, | auch analog in Z[e,s] und Zeys]
fithren kénnen und die Rechnungen in Z[e,| analog in Z[e,| und Z[es]. Diese
Uberlegungen werden alle modulo Torsion gefithrt. Der Torsionsanteil wird
schliefllich im vierten Schritt diskutiert.

1.Schritt Wir betrachten wieder die vier Mengen
My :={x >0,y >0,z > 0},
M, :={x <0,y >0,z>0},
M, :={z >0,y <0,z >0},
M, :={z >0,y >0,z <0}

Wenn wir das Produkt iiber alle Konjugierten von 1—¢,, bilden, so ist dieses, da
1 — €, Einheit in Z[e,,] ist, gleich +1. Nun enthélt Mt := My U M, UM, U M,

modulo Torsion alle Elemente der Form 1— egf’y’z), und es sind jeweils 1 feﬁf’y’z)
und 1 — egfm’*y’fz) modulo Torsion gleich. Es gilt also
2 g tor
[T [ t-drroe
ueM+ (z,y,2)€Gr
und durch Wurzelziehen

ueM+
Es gentigt, eine Darstellung von

I v

uw€e Moy
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durch Quadrate zu finden, da alle Elemente aus My aufler 1 — ¢, nicht in Aq3
liegen.
Die Elemente Ny, N, und N; liefern die drei Gleichungen

[T Il w = i aer

weEMy  weM,
T _zZ\op—0p
Hgl — €))7,

[[vllw
HuHu = Hgl—ee”

uEMo uEMy
ueEMy uweEM,

Diese multiplizieren wir auf und erhalten unter Verwendung von (x) die in allen
drei Zahlen g, » und s symmetrische Darstellung

[[w = I ellullwllv]]w

u€e Mo ueMoy ueMo ueM, ueM, ucM,

= B - qen = Ji - e Ff - e

2.Schritt Wir definieren zunéchst

Ugy =1 — €ge€l.

Es ist also

Hgl — €)= Hg(l —e ) (1~ eiwefy)_l)
Hgtsa: sy H>O Uz, 5y-

Es bezeichne nun § die Primzahl, fiir die §¢ = s fiir ein a € IN gilt (es ist also
58 = s) und o := oz. Wir definieren Qs und R, durch

Qs = mH,;%Fpie(slw)m-fm

und
- HHUUFP e3Y Uq 9q

Dabei bedeutet die Schreibweise x > 0,0z > 0, dal das Produkt iiber alle
x € G, die die beiden Bedingungen x > 0 und oz > 0 erfiillen, gebildet wird.
Entsprechendes gilt fiir y.



3.2 Ezxplizite Konstruktion einer Basis 61

Mit Hilfe dieser Elemente Qs und Rs werden die durch N, beziehungsweise N,
induzierten Relationen angewendet. Und zwar gilt

Q. “Thl., - IH,;}%O — (PP
s $lsx,sy  — <0 Ysz,sy — $lsx,sy
und

—1
— _ 2
Ry y>ﬁ/99@’59 T ,0>y0> O (“')y>ﬁy'§@’sy'

Die Schreibweise (---)? soll andeuten, dafl an dieser Stelle irgendwelche quadratis-
che Terme stehen. Da die folgende Rechnung nur modulo Torsion interessiert,

[1P9%))

ist es erlaubt, in einem Produkt bei allen “z” und “y” gleichzeitig das Vorze-
ichen zu wechseln. Um zu verdeutlichen, wo dies benutzt wurde, steht an diesen
Stellen “=”. Dort, wo nur “=" steht, handelt es sich um echte Gleichheit. So
ergibt sich

Rst Hg’lsz,sy = RSQS I>Hg%g,sy =P <sg,sy
= (R PRt “THEte

tor (~-~)2R z<P,px<0 z>P,px<0
S sx,syY sx,syY

= (2R, ﬁ(ﬁsw,sy
= ()R, y>fify@9@,sy y>D by <u-5y
= ()2 y>ﬁ§s‘@asy y>m@@asy
= y>ﬁ§%sy yﬁyg%sy
= ()2 ﬁ@sx,sy,
Mit der Variablentransformation oz — x folgt, da o = o5 und §§ = s ist,
RQu [fuews 2 2 Thbsow = ¢ [oss.
somit

—1
Hgmysyﬁiguéz’gy )2 QIIRIL

Fithren wir den 2. Schritt analog fiir (¢,s) und (r,s) statt (g,r) durch (mit
analogen Bezeichnungen), so erhdlt man als Zwischenergebnis aus den Schrit-
ten 1 und 2

(I—€)® = () QT RITQ SRS,
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Im dritten Schritt werden wir uns also um die Terme @, Rs usw. kiimmern.

3. Schritt Da die Argumentation symmetrisch in ¢, » und s ist, beschrianken
wir uns darauf, in Z[e,] zu arbeiten. Es seien §,§ und 7,7 wie im 2. Schritt
definiert, also s = § mit 5§ Primzahl, § = 5~! und analog fiir ¥ und 7. Weiter
sei 0 := 03 und p := o7 Mit der Bezeichnung

e =1 — eflh
ist
Qfl :1>FE(CP[L erm)asfag
T q
-1
_ x>F[m(>€f TS»L (1— eraz _1;>Ha§%gw xH,px%%m
und

Q= Pfere gy
_z>Ha({>j_) ) (1 — Esrw _1>Hab> wH,;}E%(OTI'

Es ist zu zeigen, da8 Q1@ ! Quadrat ist. Dazu betrachten wir die vier Mengen

D, = p {zeGy|z>0undpz >0},
Dy = op {zeGy|z>0undpz >0},
D; = o {zeGy|z>0undoz >0},
Dy = po {zxeG,|z>0undoz >0},

und es ist

"= I vl v I w1 o

0,€D, 0a€D2 0a€D3 0a€Dy

Da v, = v_, ist, ist zu zeigen, daB, falls o, € G, gegeben ist, o, oder 0_g in
genau zwei, gar keiner oder in allen vier Mengen D1, Dy, D3 und D4 vorkommt.
Wir schreiben oy, := p~ o~ 10,. Es gilt:

. €D1 & 00, >0 und o, >0,
0o €Dy & o0,>0 und po, >0,
0, €D3s < pop >0 und o, >0,
0, €Dy & o0,>0 und ooy > 0.

Wir verwenden zur Ubersicht eine Tabelle. Der Eintrag o, in der Spalte D;
bedeutet dabei, dafl 0, mit den in der ersten Spalte angegebenen Eigenschaften
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in der Menge D; vorkommt. Da v, mit v_, identifiziert wird, sind jeweils die

beiden Zeilen mit o, und o_, zusammengefaft.

D1 | Dy | D3 | Dy
op >0 pop >0 00, >0 0,>0| 04 | 04 | 00 | Oa
op <0 pop <0 ocop <0 0,<0
op <0 pop >0 00, >0 o0,>0] 04 Oa
op >0 pop <0 o0p <0 o0,<0
op >0 pop <0 00y >0 0,>0] 04 T4
op <0 pop >0 oo, <0 0,<0
o, <0 pop <0 ocop>0 0,>0| 04
o, >0 pop>0 oop <0 0,<0 Oq
op >0 pop >0 oo, <0 o04,>0 O | 04
o, <0 pop <0 ocop>0 0,<0
op <0 pop >0 o0, <0 o0,>0 Oq
op >0 pop <0 o00p >0 o0,<0 O
o, >0 pop <0 ocop <0 0,>0
op <0 pop >0 o0, >0 0,<0
0p <0 pop <0 o00p <0 o04>0
o, >0 pop>0 ocop >0 0,<0 Oq Oq

Da in jeder der Zeilen die o, paarweise vorkommen, folgt die Behauptung.

4.Schritt Wir haben nun die Existenz einer Darstellung von (1 — €,)? mod-
ulo Torsion durch Quadrate hergeleitet. Das heiflt, es gilt fiir irgendeine Ein-
heitswurzel e die Relation

(1—e)?=¢€(-

.)2 )

Dabei steht (---)? fiir irgendwelche Elemente aus C™). Es ist zu zeigen, dafB ¢
ein Quadrat eines Elementes aus C'(™ ist. Dies ist aber trivialerweise der Fall

wegen

e= (-l € ()
Mit Hilfe der Schritte 1-4 erhalten wir also

(1- e = a2

2

mit zyklotomischen Einheiten wu;, die nicht in A;3 liegen. Die gesuchte Darstel-
lung von 1 — ¢, ist somit

tor

1—6n: Uj .

QED.
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3.3 Beispiele

Die Rechnungen im vorherigen Abschnitt sind so explizit, dal es moglich ist, ein
Computerprogramm zu erstellen, das eine solche Basis berechnet. Ein solches in
SIMATH geschriebenes Programm befindet sich kommentiert im Anhang. Die
folgenden Beispiele wurden mit diesem Programm berechnet. Es wird immer
nur Gleichheit modulo Torsion geliefert. Um den Torsionsanteil zu bestimmen,
mufl man die Terme auf eine Seite bringen und in Q[e,] ausrechnen.

331 n=27=33

Die ist ein Beispiel fiir den Fall, dafl n Primzahlpotenz ist.

Sei €27 eine beliebige, aber feste primitive 27-te Einheitswurzel und e := €3,.

Eine Basis besteht aus den Elementen

(1- 627) (1- 627) (11— 627) (1- 627) , (11— 627) (1—e2)” Y
(1 =€) (1 —ear) ™, (1 —e37) (1—ear) ™", (1—€57) (1 —e2r) 7,
(1—€xr) (1 —e2r)™", (1—ey) (1 —e2r)™"

Die Darstellung der anderen Elemente durch Basiselemente sieht wie folgt aus

(dabei ist die Reihenfolge der Faktoren auf der rechten Seite diejenige, die das
Programm liefert):

(1—e) (1—e)™ = (1—egy) (1—ebp) (1—€3)
(1—e57) (1 —eqp) 11 —ear) "
(1—e) (1—e)™ = (1—e3r) (1—ex) (1—e5)
(1—e37) 11— e39) (1 — ear)
(I—e)(1—e)™ = (1—e?) (1—ey) (1—€y)
(1—e57) ' (1 —ex9) (1 — ear)
(1—€?) (1—e)™" = (1—ey) (1—e5r) (1-e5)
(1—e57) 1 (1 — e39) (1 — ear)
(1—e?) (T—er)™t = (1—ed) (1—ex)”!
(I—er!) (T—er)™ = (I—ey) (1—ex)”!

(1-e) I—er)™ = (1-e5) (1—er)
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332 n=32=2°

Dieser Fall erscheint hier, um zu zeigen, dafl auch Potenzen von 2 keine Schwierigkeiten
bereiten. Sei €35 eine beliebige, aber feste primitive 32-te Einheitswurzel, €14 :=
€2, und eg := €3,. Eine Basis ist in diesem Fall

(1—e33) (1—ez2)™!, (1—e33) (1—ea)™", (1—eg3) (1—e32) 7,
(1- 632) (1- 632) , (1= 632) (1- 632) , (1= 632) (1—€32)” 17
(1- 632) (1—e32)” !

Die Darstellung der anderen Erzeugenden lautet wie folgt:

(I-e)(1—es)™ = 32)

1- 632 (1 632) — €32

1- 632 (1 632) (1 - 652)_1
1(1 — 632) 1

1- 632 (1—€3) (1—e3)

1- 632 (1 632) M1 - 652)_1

1(1 — 632) 1

1-6”) (1) =

(1—€g) (1—e)™! =
(1—efe) (1—c6)” =
(1—¢€lp) (1—ee)™ =
(1-eg) (L—e) ™" =
(1-6g) (1—ee)™t =
(1-6g) (1—ee)™" =

(1—e3") (1 —egp)™! =
(1—ep’) (I—egp)™! =

(1—e€) (I—es)™ = (1—ely) (1—es2)”"
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3.33 n=35=5-7

Ein Beispiel mit zwei P-Teilern. Seien €5 und e; primitive 5-te beziehungsweise
7-te Einheitswurzeln. Eine Basis ist hier

1—65671, 1—6%67_2, 1—6%67_3,
1-— e§e7, 1-— e%e%, 1-— 656;17

—2 -3 1
1—ese77, 1 —ese7”, (1—¢€2) (1 —e5)7 1,

1-e)d-e)™t, (1-€) (1—e)h.
Die anderen Elemente werden folgendermaflen erzeugt (dabei werden hier, um

Platz zu sparen, nur solche Elemente beriicksichtigt, die nicht schon modulo
Torsion gleich einem Basiselement sind):

l—eer = (1- 656771)71(1 — egegz) (1- ege;g)
1- 6557) 1- 6567) (1- 55)
1—e5) (1 —er) M (1 —€2)

1(1 - 6567 ) (1 - 5567)_1

(

(

)"
1-e)7'(1-e)

)~

(

)

2

1—6563 = (1 —ese;

(
(
(
(
1 —eses = (1—65673 1(1—6?6;3) M1 —ee)!
(1-e)'(1—e)
I-ge) ' (1-ga) (1 -ga”)™
(1—-eed) (1 —efer) 11 —e2) "
(1 —e5)
-2 =2 (1) (1-da?) (1 —de”) !
(
(
(
(
(
(
(
(
(

l—eter =

1- 6557) (1 - 6563) (1 - 6%) !

1—e5)

l—eg'e;? 2 (1-ee®) M1 —ee;®) 11— e2ed) !
1—e) 1 —ep)

l—e;ter? 2 (1—eser ) M1 —e2er?) 711 — e2e2) ™!

—1  tor

tor -1
1—65 € =

H1-eer?) (1—eger”)
1—eeq) (1 - 6567) (1-¢)
1—e) (1 —€)

1 —ese;

)~

(
1-é) (1 -¢)

)~

(
1—e5) Y

3.34 n=60=2%2.3-5

60 ist die kleinste natiirliche Zahl mit drei P-Teilern und inkongruent 2 modulo
4. Es sei ¢q4 fiir d = 3, 4, 5 eine primitive d-te Einheitswurzel. Eine Basis gemaf3
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unserer Konstruktion ist in diesem Fall

1-—- e;leg, 1—- 62165, 1- e4e§16§,
1-— 646§1, 1-— 636g1, 1-— 636g2,
2 -1
(I1—€)(1—e5)t.

a) Erzeugende, die nicht in E(™ liegen (e, ist natiirlich gleich —1, wird hier
aber trotzdem ey geschrieben):

l—ees =2 (1—e5) '(1—¢€2)
l—ee2 2 (1-)'1—e)
l—ees? = (1—e2) M1 —e5)
l—ees! 2 (1—e)t(1—€)
1—egezes = (1—ezez ') M1 —ezes?) M1 —e2) 7t
(1—e5)
1 —egeze? = (1—eze5) (1 —eze5?)7!
1 —eezes? 2 (1—e5) 21 —eze5 ) 7M1 — €365 %)
(1-€5)?
1—eeges’ 2 (I—ezest) (1—eze5) (1—e2)™?
(1—e5)
1—6263?165 =2 (1—ese5') (1 —e3e52) (1—e)!
(1—e5)
1—6265162 2 (1—e5) 2(1—eze5 )11 —€2)?
(1 —e3e57)
1-— egeglegQ =z (1 6365_1) (1- 6365_2)71
-t =2 (1-eaa') ' (1-aea?) t(1-e)!
(1—e5)
Bemerkung: Es gilt 1 — eqe3 = 14 €3 = feg = 1, so daB dieser und

dhnliche Falle in obiger Liste nicht auftauchen.

b) Erzeugende aus einer der Mengen E12) g5 oder ERO);

I-e?)(AL—es)™t = (1—-€)(1—es5)

1—ee3 = (1-— 64651)_1

tor

1—6;163 = 1—64e§1

1-— eilegl E (1- 646§1)_1
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1 — €4€5

1 —€46§
1- 6;165
1—6;163
1- 621652
176365
1—636%
1- 63_165
1- egleg

—2
1—63 €s

-1
1—63 €s

c¢) sonstige Erzeugende:

1—eqeze5 = (
(
1 —egezes = (
(
17646365_2 N
(
1—6463651 =
(
l—egegtes = (
(
1—64€§1€g2 N
(
ezt = (
(
1—6216365 N
(
l—ellegeg N
(
1

—1,_ -2  tor
1— €, e3¢5 =

1—e) H(1—€d)(1— 6365 b
1—egezted) (1 —eqegt) (1—eted)!
1—eezted) (1 —e2) (1 —e)
1—e; ) (1—€tes)

1—eges @) (1 —e3e5 ) 7M1 — e3¢57)
- @) (1— )

1= eeed) (1 - ges?) (1— &)
1—es) M1 —eytes) H(1 — 6463_1)

1-— 6365_1) 11— ese5 Ste) 71— 6463_1)71
1—etes) (1—e5) 11— €2)
1—egezted) (1 —eze5 ) (1 — eze52)
T—ete2) (1 —egtes)™

1—e5) (1—€2)7 11 —eqezted)™?
L—eses) M1 —eg'ed) (1 —egez”) !
L—e5) (1— €)1 —egezted)™!
I—eges )71 — € ed) (1 —e3e52) 70

1—64

(1-ae) ™1 - &) (1)
(1-ag?)  (1-e) ' (1-&)
1- 64651
1-— 64652
(1-ai?)  (1-e) ' (1-&)
e e S e )
1-ae) (1-) (1)
1- 6365_1
1- 6365_2
(1-ee5”) M1 —e3) (1 —es)
(1 -eses ) 1 - )1 - &)

63 155) (1—ese5 ) (1- 63552)
f) T - e te) !

68



3.3 Beispiele

-1, -1
1—€, e3¢5

-1 _—1
1—€, €57¢s5

1 -12
€3 €5

1—¢,

-1 -1 -2
1—¢€; €3 ¢

1 -1 -1

1—€; €5 €5

3.3.5 Weitere Falle

69

1 - ez te) M1 —eqeg )
1—eles) (1—e5) 71 (1—€2)

1 —ege3ted) (1 - 6365 2 (1—€d)

Tl —egtes) (1 —eaeg )

e ) (e )

Eine Auflistung, wie sie in den vorherigen Abschnitten durchgefithrt wurde, ist
natiirlich auch fiir gréfere Zahlen n mit hochstens drei P-Teilern moglich. Sie

bringt allerdings nichts substantiell Neues.
—€q€r€s interessant, da diese zu einer Relation innerhalb der

lung von 1—¢, =1

Hauptséchlich ist die Basisdarstel-

zyklotomischen Einheiten fiihrt, die nicht direkt durch Ny, N, oder N, geliefert
wird. Im Fall n =105 =3 -5 - 7 lautet diese Relation:

tor
1-— €3€5€7 =

-l - 1—e)

(1= G0 - ) (1~ )

(1 - es657€7) (1—eer )71 — eses 'e7)
(1_6365 e7) (1 —e3er)” (1_6567 )
(1= 65 (1= )20 ~ a3 )
(1—c3'eer) (1— 6527 (1 - e5)2

Im Fall n = 900 = 22 - 32 - 52, das kleinste Beispiel, in dem alle Primfaktoren
mindestens quadratisch vorkommen, ist die Darstellung von 1 — e4€eg€a5:

tor
1 —ege9605 =

(1- 521655)_1(1 - 621625) (1- 63535)_1
1- 6352_54) 1(1 - 6962_54)71(1 - 6459_4535)
1 —eqeq 625) (1-

(

( 5469_1655) (1- 555)71
(1- 69625> 1(1

(

(

(

€geds) (1 —egens) "
1 — egeg; ) (1 — €4€g 45%5) (1 —esey 635)

ca€y €35) (1 — eacyens)

€469 625) (1 - eaeg 6(255)

1 —eqeqy 625) (1-
1—eqeqy 625) (1-
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1— e46q ' e55) (1 — eqeq teds) (1 — €55) "

1- 620) (1- 69635) (1- 696253)

1 — eseg 2535) (1- 54651655) (1- 621535)

1 — 469 4535) (1- 635) (1- 69625)

1- €9625 ) (1 —eacg 2625) (1 — eaeg 1625)

L—ey 625) (1 — eaeq 4625) (1—e25)7"

I 635%) (1- 6952511) (1 — ea€q 2635)
-1.8

(
(
(
(
(
(
(
(1 —escg 1535) (1- 621625) (1 — €4 €335)
(
(
(
(
(
(
(

-1

1 —eseqtens) (1 — eaey *eds) (1 — eseq ' e3)
1- 5216%5) (1 — ea€q 4625) (1 — eaeq 2525%)
- 69) (1 63635)7 (1— eaeq 5%?)

I—ey 69625) (1- 535)71(1 - 59)71
1—ese5?) (1— €)' eges) (1 — eges) "
1- 63652) 1(1 535509) (1 - 6962751)_1

1- 625)( 5362_52) L
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Anhang A

Es sei m eine natiirliche Zahl und x ein Charakter modulo m ungleich dem
Hauptcharakter. Es wird das Nichtverschwinden von L(1, x) hergeleitet. Dazu
betrachten wir fiir ein reelles s > 1 die unendliche Reihe

o0

L(s,x) := %

n=1
Zur Konvergenz der Reihe und zum Nichtverschwinden dieser Funktion im
Punkte 1 gibt es in der Literatur zahlreiche Beweise. Als “Standardbeweis”
hat sich ein Beweis herausgebildet, der mit Hilfe von Sétzen aus der Funktio-
nentheorie arbeitet. In diesem Anhang wird nun ein Beweis gefiihrt, der ohne
wesentlichen Einstieg in die Funktionentheorie auskommt. Es wird statt dessen
mit Idealen zyklotomischer Korper gerechnet. Ein solcher Beweis, der die Eigen-
schaften zyklotomischer Korper benutzt, erscheint im Zusammenhang mit dieser
Arbeit angemessener als ein mit Hilfe von Funktionentheorie gefithrter. Die fol-
genden Lemmata sind bis auf Lemma 2, das im Kern auf einen Artikel von
Zassenhaus zuriickgeht, Standardargumente, wie sie im Zusammenhang mit der
L-Funktion &fters verwendet werden. Lemma 1

Es sei x ein Charakter modulo m, aber nicht der Hauptcharakter. Dann kon-
vergiert L(s, x) fir s > 1 und ist in s = 1 eine rechtsstetige Funktion.

Beweis

Wir zeigen zuerst, daf L(s, x) fiir s > 1 konvergiert und es eine positive Zahl ¢;
gibt, so daf} fiir alle K € IN und s > 1 die Abschétzung

— X(n) c1
D0 < w%
n=K

gilt. Dazu benutzen wir das Abelsche Lemma (vgl. Serre, S. 109, Lemma 2):

Seien zu zwei natirlichen Zahlen M und N fir M <n < N Zahlen a, und b,
gegeben. Dann ist

N -1 n N
> anbn =D (> a)(bn —bng1)) +bx Y ay.
n=M n=M v=M v=M

Dies folgt aus

N n N—-1 n N n N n—1
r.S. = E E ayb, — g E aybpi1 = g E a,b, — E E aybni
n=M v=M n=M v=M n=M v=M n=M+1v=M

N n n—1

N
- Z (Z Ay — Z ay) by + anbar = Z Gnby,.
v n=M

n=M+1 v=M =M

=an,
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Es gilt, da x nicht Hauptcharakter ist,

Allgemeiner folgt daraus, da x(a +m) = x(a) ist, sogar

(k+1)m

> xla)=0

a=km+1

mit k& aus Z beliebig. Man erhélt damit fiir zwei natiirliche Zahlen M und N

\Z n)| <a

n=M

mit einer positiven Zahl ¢; unabhangig von M und N.
Sei nun K € IN. Wendet man auf

1
das Abelsche Lemma mit a, := x(n) und b, := — an und schitzt die auftre-
n

tenden Summen durch ¢; ab, so erhélt man

N N-1 n 1 1 1 N
Z ((Z X(V))(E - W)) TN Z x(v)]

n=K v=K

1 1 1 1 1 1 1
< E — - — < — = < =
=l 7K(ns (n+1)s>|+cle ol ity <%

fir s > 1 und alle N € IN, und es folgt die Konvergenz von L(s, x) nach dem
Cauchyschen Konvergenzkriterium.

Es bleibt zu zeigen, dafl L(s, x) fiir einen Charakter x ungleich dem Hauptcharak-
ter eine in s = 1 rechtsstetige Funktion ist. Mit anderen Worten fiir jedes § > 0
ist ein sg > 1 zu finden, so daB |L(1, x) — L(s, x)| < ¢ gilt fir 1 < s < sg. Fiir
K € IN beliebig folgt aus der Dreiecksungleichung

0o X(TL) 0o X(n) K—-1 K— 1X(n
L) - L < |30 My s )y S s
n=K n=K n=1 n=1
20, N~ ) NS x(),
- K n ns
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Man betrachtet nun diese Ungleichung fiir ein K, fir das der erste Term kleiner
als §/2 wird, und wéahlt sp gentigend dicht an 1, so dafl auch der zweite Term
fir 1 < s < so kleiner §/2 wird.

QED.

Wir werden in den néchsten drei Lemmata zeigen, dafi es eine positive Konstante
¢ gibt, so daB fiir alle s > 1 die Abschitzung L(s,x) > ¢ gilt. Auf Grund der
eben bewiesenen Stetigkeit folgt dann L(1,x) > c.

Fiir ein Ideal A <Z[e,,] sei die Norm N (A) definiert als die Anzahl der Elemente
in Zfe,,]/A. Es gilt fiir zwei Ideale A und B, dafi N(A) - N(B) = N(A - B) ist,
und es ist N(A) = |N(«)|, falls A = («) Hauptideal ist. Die Norm N(«)
ist dabei das Produkt iiber alle Konjugierten von « (siehe z.B. Ireland, Rosen,
S. 203, Prop. 14.1.1 und Prop. 14.1.3). Wir definieren fiir s > 1 die Dirichletsche
Zeta-Funktion durch

1
C(s) = ,
)= 2 Nay

wobei die Summe iiber alle Ideale A # (0) von Z[e,| gebildet wird.

Lemma 2

Es existiert eine positive Konstante co, so dafS fir alle s > 1 die Abschatzung

)z -
n=1

gilt.
Beweis

Der Beweis geht auf Zassenhaus zuriick und beruht auf der expliziten Konstruk-
tion von geniigend vielen Hauptidealen.

Sei k := ¢(m). Die Einheitswurzeln €, bilden dann fiir 0 < i < k — 1 eine Basis
von Zley,]. Fiir eine natiirliche Zahl ¢ betrachten wir die Menge

k-1
B, = {{e€Zen]|é= Zaiein, a; € Z,
i=0
3o Lok Lok e ,
lag 4t | < 4kt s Jai| < 4kt fir 0 <@ < k}.
Einen Punkt (ag,...,ax_1), fir den £ =Y a;€’, in By liegt, kann man sich als

Gitterpunkt innerhalb eines k-dimensionalen Wiirfels der Kantenlénge itl/ k
vorstellen.

Fiir jedes a; hat man mindestens 2 - ﬁtl/ k — 3 Wahlmoglichkeiten, also gilt

1
#B, > (ﬂtl/k —3)F > et
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fiir ¢t > to mit geigneten positiven Konstanten c3 und .

Schétzt man die Norm einer Zahl £ aus B; ab, so erhdlt man (mit o seien die
Automorphismen von Q[e,,] bezeichnet)

NOI = 1T]o© =TI aiote
ra[;mi=<;|ai|>ks<t“’f<3+%+<k g =t

Hierin wurde ag durch % + ﬁ und die k — 1 restlichen a; durch ﬁ abgeschatzt.
Es gilt also fur jedes £ € By, dafl

IN(©)| <t

IN

ist.

. . . . . . _ i ’ /1 q
Wir zeigen, daf die von zwei verschiedenen Zahlen £ = " e, und § = " alel,
aus B; erzeugten Ideale verschieden sind:

Zunéchst erhélt man fiir ¢ = 0,...,k — 1 die Abschétzungen

1
i 1< ftl/k
|a' a”L| 2k_

und

-1 -1
; 3 1 1 1
Y " aie,| > laol = Y fai| > tF(E - = = (k—1)—) = St/k
so daf

N <§—1>|

|N£’ HZIa—azl bt
| > aieh, %tl/k

ist. Erzeugen nun ¢ und ¢ das gleiche Ideal, so gilt & € (£), und es ist dann
N(¢'/¢€ —1) € Z. Nach (x) folgt N(¢'/§€ —1) =0, also &' = &.
Bezeichnet C(t) die Anzahl aller Ideale A # (0) mit N(A) < ¢, so folgt

C(t) > #B; > cst fiir t > to.
Da wegen N (1) = 1 zusétzlich C(¢t) > 1 fiir ¢t > 1 ist, folgt
C(t) > eat

mit ¢g := min{1/%g, c3}.
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Man erhélt schliellich (C(0) = 0):

o<N )<t =
_ nz: CT(L?) - i (nc+<n1))s _ Ct(st) +§C(n)(1s (n+11>s)
= Cl(tis +,§(:‘“ (:Ll)s (n—il)s))

_Cl(tiﬁ _tts+§1 (nins)_clz:;s

Mit t — oo folgt die Behauptung.
QED.
Lemma 3

Es gibt eine positive Konstante cq, so daf fir s > 1 die Abschditzung

1
cot¢(m) Y — >log((s)
= p
p=1(m)
gilt.
Beweis
Wir fiihren den Beweis in drei Schritten. 1. Schritt
Es gilt fiir ein zu (m) teilerfremdes Primideal P < Z[e,,]

N(P) =1 mod m.

Man betrachte dazu die multiplikative Gruppe des Korpers Z|e,,]/P, die gerade
N(P)—1 Elemente enthélt, und die Menge ¥,,, := {€%,,a =0,...,m—1} der m-
ten Einheitswurzeln. Die Bildmenge von W, unter der kanonischen Abbildung
Kk : Zlem| — Z[en]/P bildet eine Untergruppe in (Z[e,,]/P)*. Ist k einge-
schrankt auf ¥, injektiv, so hat man m|N(P) — 1, und die Behauptung ist
gezeigt.

Die Injektivitdt von s ergibt sich wie folgt: Da [[ (z —€) = 2™ — 1 = (z —
1)(z™ ' +--- 4+ x + 1) ist, wobei € ganz ¥,, durchliuft, erhilt man durch Di-
vision von z — 1 und Einsetzen von z = 1, daf8 []_,(1 —€) = m ist. Nimmt
man an, dafl £|¥,, nicht injektiv ist, so existiert ein € # 1 mit x(e) = 1, und da
% Homomorphismus ist, wird

r(m) = e([J(1 - ) = [](1 = w(e)) = 0,
e#1 e#1

also m € P, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.
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2. Schritt
Die Anzahl der Primideale P mit N(P) = p/ ist kleiner als ¢(m).

Dies folgt sofort aus der Primidealzerlegung von (p). Denn aus N(P) = p/
folgt p € P, so dafl also P in der (eindeutigen) Zerlegung (p) = Py -...- P,
in Primideale als Faktor enthalten ist. Bildet man jetzt die Norm auf beiden
Seiten, so erhélt man

p?" = N((p)) = N(P1) ... N(Py) = p’,

also g < ¢(m).
3. Schritt

Da jedes Ideal A # (0) von Z[e,,] eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzt,
erhalten wir fiir die Dirichletsche Zeta-Funktion die Darstellung (wir konnen die
Reihe beliebig umordnen, weil alle Summanden positiv sind)

1 1 1
((s) = - = 1+ - + -+ -
() 5 N(A)s Plp_r-[im( N(P)s  N(P)2s )
10 (%)
P prim 1-1/N(P)s
Weiter hat man die Abschétzung
= 1 SN | 1 = 1
_ < =
Z VN(P)I/S - Z N(P)us N(P)2s Z N(P)ys
v=2 v=2 o v=0 (**)

1 1 2
S NEE sz T NP

v=0

Logarithmiert man nun (x), setzt die Taylorentwicklung von log(l — z) =
— > 2" /v ein und schétzt diese mit (**) ab, erhélt man

log¢(s) = log H 1/N Py = Z log(1 — N(P)S)_l
P prlm P prim
1 2
p§m; VN P;IH(N(P)S MRk

<om( Y E*Zz%”“”'

p=1 mod m

Die letzte Ungleichung ist dabei folgendermaflen begriindet: Falls N(P) = p und
P teilerfremd zu (m), so ist nach dem 1. Schritt p = 1 mod m. Ist N(P) = p/
eine hohere Primzahlpotenz (also f > 2), so wird N(P)® groBziigig mit p?
abgeschétzt. Aus dem 2. Schritt wissen wir, dafl jede Primzahl héchstens ¢(m)-
mal als Norm eines Primideals auftritt, was zum Faktor ¢(m) vor der Summe
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fithrt. SchlieBlich sei die endliche Summe tiber alle zu (m) nicht teilerfremden
Primideale durch c5 abgeschétzt.

1 3
Da Z p—Q konvergiert, folgt die Behauptung mit ¢y := ¢(m) Z ? + c5.
P

P
QED.

Lemma 4

Es gilt fiir s > 1 die Abschditzung

tog | [T LG5 01 = 6(m) 3 .
X p=1(m)

Das Produkt wird dabei iber alle Charaktere x modulo m gebildet.

Beweis

Wir haben fiir die L-Funktion die Darstellung als Eulerprodukt geméafl

o X(n x(p)  x(p)? 1

n=1 pprim p prim

und es folgt

31 LICENIED 9) DI IR LIRS 3 3) SELCK

p v=1

= D) =dm Y

pY pY=1 mod m

da
ZX(“) _ { o(m) falls a = 1 mod m

0 sonst.

Genaugenommen wird die Rechnung, da wir es hier mit dem komplexen Lo-
garithmus zu tun haben, modulo 27 gefithrt. Fiir ein komplexes z ist log(z) =
log |z| + i arg(z). Es folgt

10g|HL(S,X)| = ¢(m) Z s’
X pY=1mod m p
da der Term auf der rechten Seite reell ist.

Lassen wir nun in der Summe alle Summanden bis auf diejenigen mit v = 1
weg, so ergibt sich

og I T[Les 0 > om) S —.

p=1 mod m

QED.
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Satz 8 (L(1,x) #0)
Sei x ein Charakter modulo m, aber nicht der Hauptcharakter. Es gilt fir die
Dirichletsche L-Funktion

L(1,x) #0.

Beweis

Es gentigt, da L(s,x) nach Lemma 1 fiir einen Charakter x ungleich dem
Hauptcharakter eine im Punkte 1 rechtsstetige Funktion ist, zu zeigen, daf}
es eine positive Konstante cg gibt, so daf fiir alle s > 1 die Abschétzung

IL(s,x)| > ¢c6 >0

gilt.

Nach den Lemmata 3 und 4 hat man mit der Konstanten ¢4 aus Lemma 3, dafl

ca+log| TTLs, x)| = log((s)
X

ist, also
e TTL(s 01 = ¢(s).
X

Mit Lemma 2 und der dort definierten Konstanten ¢y folgt

1
L0 2 2 ey -
X n=1
Bezeichnet x; den Hauptcharakter, so ist
oo oo
1 x1(n)
ZE Z Z ns :L(Saxl)a
n=1 n=1

da x1(n) als Werte nur 0 und 1 annimmt. Man erhélt schlielich

e T] L(s,x)| = 2 > 0.
X#X1

Weil L(s, x) fir x # x1 auf einem kompakten Intervall [1,1 4+ J] stetig ist, ist
die Funktion dort beschrinkt, so dafl dort also

ILs, x| < ez
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fiir eine positive Konstante ¢7 gilt (¢; kann unabhéngig von x gewéahlt werden).
Man erhélt fiir einen festen Charakter y

e L, )|z e [ Il z e >0,
XFX1

also

IL(s, )| = cact " ™Me™o = ¢ > 0.

QED.

Weitere Literatur zu diesem Thema:

Sétze, in denen das Nichtverschwinden der L-Funktion mittels Funktionentheo-
rie bewiesen wird, finden sich bei

— J.— P. Serre: Cours d’arithmétique, Presses Universitaires de France,
Paris 1970, S. 118, Proposition 12,

— @G. Frey: Elementare Zahlentheorie, Vieweg, Braunschweig 1984, S. 111,
Lemma 4.

Eine umfassende Darstellung dieses Themas mit verschiedenen Beweisen findet
sich bei

— H. Hasse: Zahlentheorie, Akademie Verlag, Berlin 1963, S. 238-283.

Hasse bringt auch Verweise auf weitere Veroffentlichungen mit alternativen Be-
weisen zum Nichtverschwinden der L-Funktion im Punkte 1.
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Anhang B

Das folgende Programm liefert bei Eingabe von n eine Basis und die Darstel-
lung durch Erzeugende. Es ist innerhalb des Computeralgebrasystems SIMATH
geschrieben. Insbesondere wird dessen Listenverwaltung genutzt. Die einzel-
nen Funktionen sind innerhalb des Listings erklart. Das Programm liefert eine
Ausgabe, die innerhalb eines in KTEX geschriebenen Textes verwendet werden
kann. An das Programm schliefit sich ein Beispiel einer Originalausgabe fiir die
Eingabe n = 15 an.

#include<_simath.h>
#define cyc int

/* gB := \bar{q}, qT := \tilde{q} etc. */
static single q = 0, qT = 0, gB = 0;
static single r = 0, rT = 0, rB = 0;
static single s = 0, sT = 0, sB = 0;

static list L_111 = 0;

/*C
cycinit( n )
"cyclotomic unit initialisation"
single cycinit( n )  single n;
a = cycinit( n );
Es werden die statischen Variablen q, r, s usw.
initialisiert.
Diese Funktion MUSS vor jeder anderen aufgerufen werden.
Falls n mehr als 3 verschiedene Primfaktoren besitzt
oder kongruent 2 mod 4 ist, wird a=0, sonst a=1.
Wird die Funktion mit n = O aufgerufen, so werden die
Werte fuer g, r und s explizit vom Benutzer abgefragt.
Cx/

cycinit(n)
single n;

{

single 1L, e;
list L;



Anhang B

bind(L);
L_111 = O;
if (mn==0) {
printf(" q, r, s = ?\n");
q = getsiQ;
r = getsi();
s = getsi(Q);

n=gq*r *s;
printf("n = %d\n", n);
}
/* Abfrage: n = 2 mod 4 */
if (iaval(2, n) == 1) {
return (0);

}
L = sfact(n);
L = ifel(L);

1L = llength(L);
/* Abfrage: n mehr als drei P-Teiler */
if (AL > 6) {
return (0);

}

if (L '= _0) {
sT = 1first(L);
L = lred(L);
e = 1first(L);
L = lred(L);

} else

sT =1, e = 1;

s = sexp(sT, e);

sB = s / sT;

if (L '= _0) {
rT = 1first(L);
L = lred(L);
e = 1first(L);
L = lred(L);

} else
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r = sexp(rT, e);

rB=r/ rT;

if (L '= _0) {
qT = 1lfirst(L);
L = lred(L);
e = 1first(L);
L = lred(L);

} else

qT =1, e = 1;

q = sexp(qT, e);
9B = q / qT;

return (1);

}

/* unwichtige Hilfsfunktion: */
/*C
u_decomp(u, tT, ptR, puu)

"u decomposition"

single u_decomp(u, tT, ptR, puu) single u, tT, *ptR, *puu;
s = u_decomp(u, tT, ptR, puu);
Es muss gelten: tT teilt u, tT ist Primzahl.
Es gilt: u = tT * *ptR * *puu
Cx/

single u_decomp(u, tT, ptR, puu)
single u, tT, *ptR, *puu;

{
single w;
w = iaval (tT, u);
*ptR = sexp(tT, w - 1);
spuu = u / (*ptR * tT);
return (1);

}

/* Interne Darstellung eines Elements als Liste:
( exponent, x, y, z ) <=> (1 - e_q"x e_r"y e_s"z ) exponent

*/

82
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/*C
cycevalo( C )

"cyclotomic unit evaluation once"

list cycevalo( C ) cyc C;
L = cycevalo( C );

Die zyklotomische Einheit C wird einmal gemaess
den Relationen aus der Diplomarbeit entwickelt.
Ist also L = ( A1, A2,... ,An ), dann gilt
C=A1 % A2 x ... * An.

Cx/

list cycevalo(C)

cyc C;
{
single e, x, y, Z;
single xx, yy, 2ZZ;
single xE, yE, zE;
/* xE := x Ergebnis */

single qR, rR, sR;
/* qR : restliche q - Potenz  */

cyc E;
single 1i;

list L;

init(L, E);
bind(C);

1first(C);
1lsecond(C);
1third(C);
1fourth(C);

N < X o
o

/* Entwicklung von Elementen, die nicht in E"(n) liegen */
if (x && x % qT == 0) {
u_decomp(x, qT, &qR, &xx);
L =_0;

83
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yE = mshoms(r, y * qT);

zE = mshoms(s, z * qT);

for (i = 0; i < qT; i++) {
xE = xx * gR + i * gB;
xE = mshoms(q, xE);
E = list4(e, xE, yE, zE);
L = lcomp(E, L);

}

} else if (y & y % rT == 0) {
u_decomp(y, rT, &rR, &yy);
L = _0;
xE = mshoms(q, x * rT);
zE = mshoms(s, z * rT);
for (i = 0; 1 < rT; i++) {

yE = yy * rR + i * rB;

yE = mshoms(r, yE);

E = list4(e, xE, yE, zE);
L = lcomp(E, L);

}

} else if (z && z % sT == 0) {
u_decomp(z, sT, &sR, &zz);
L = _0;
xE = mshoms(q, x * sT);
yE = mshoms(r, y * sT);
for (i = 0; 1 < sT; i++) {

zE = zz x sR + i x sB;

zE = mshoms(s, zE);

E = list4(e, xE, yE, zE);
L = lcomp(E, L);

}
}

/* ?’Ab hier koennen wir uns auf P-Teiler beschraenken’’ */

/* Normierung auf zwei Komponenten > 0 bei grs
bzw. Auswahl einer der Mengen x>0 y<O usw. bei zwei
P-Teilern etc. */
/* Torsionsanteil */
else if ((x <=0 && y <=0 && z <= 0) ||

(x>0&& y<0& z<0) ||

(x<0& y>0&& z<0) |l

(x<0&& y<0&&z>0) |l

(x==08&& y<0&& z>0
(x<0&& y>=04&& z==0
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(x> 0&& y ==0 & z < 0)
) {
E = list4(e, -x, -y, -2);
L = list1(E);

}

/* Durch N_q induzierte Relationen  */

else if ((x == 1 & y > 0 & z == 0) ||
& y == 0 && z > 0) ||

ey >1&& z>1) || /x A1/
&y > 0 && z < -1) || /x A6 *x/
& y == 1&& z > 1) || /* A_9 */
& y > 1 && z == -1) /* A_12 */

yE = mshoms(r, q * y);
zE = mshoms(s, q * 2z);

C = list4(e, 0, yE, zE);
L = 1list1(C);

yE = mshoms(r, gB * y);
zE = mshoms(s, gB * z);

C = list4(-e, 0, yE, zE);
L = lcomp(C, L);

for (i = 2; 1 < q; i++)
if (1 % qD) {
xE = mshoms(q, i);
C = list4(-e, xE, y, 2);
L = lcomp(C, L);

}

/* Durch N_r induzierte Relationen */

else if ((x>0&& y==18&& z == 0) ||
(x==0&& y==18&&z>0) ||
x>1& y==18& z>1) || /* A2 x/
(x<-1&& y==18&& z>0) || /* A4 */
(x>1&& y==1%&& z==1) || /* AT */
(x==-18&& y==18& z>1) /% A_10 =/
) {
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}

xE = mshoms(qg, r * x);
zE = mshoms(s, r * z);

C = list4(e, xE, 0, zE);
L = list1(C);

xE = mshoms(q, rB * x);
zE = mshoms(s, rB * z);

C = list4(-e, xE, 0, zE);
L = lcomp(C, L);

for (i = 2; 1 < r; i++)
if (1% rT) {
yE = mshoms(r, i);
C = list4(-e, x, yE, 2);
L = lcomp(C, L);

/* Durch N_s induzierte Relationen */

else if ((x > 0 & y == 0 & z == 1) ||

(x==0&& y>0%&& z==1) ||

|
(x>1& y>18& z==1) || /¥ A3 */
(x>0&& y < -1& z==1) || /¥ A5 x/
(x==1& y>1& z==1) || /¥ A8  x/
(x>1&& y==-14&k z == 1) /* A_11 *x/
) {

xE = mshoms(qg, s * x);
yE = mshoms(r, s * y);

C = list4(e, xE, yE, 0);
L = 1list1(C);

xE = mshoms(qg, sB * x);
yE = mshoms(r, sB * y);

C = list4(-e, xE, yE, 0);
L = lcomp(C, L);

for (i = 2; i < s; i++)
if (1 % sT) {
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zE = mshoms(s, i);

C = list4(-e, x, y, zE);
L = lcomp(C, L);
}
}
/* Die Menge A_13 */
else if (x == -1 && y == 1 & z == 1) {
yE = mshoms(r, q * y);
zE = mshoms(s, q * z);
C = list4(e, 0, yE, zE);
L = 1ist1(C);
yE = mshoms(r, qB * y);
zE = mshoms(s, gB * z);
C = list4(-e, 0, yE, zE);
L = lcomp(C, L);
for (i = -2; 1 > -q; i--)
if (1 % qT) {
xE = mshoms(q, 1i);
C = list4(-e, xE, y, 2);
L = lcomp(C, L);
}
}else if (x==1&& y ==-18&& z ==1) {
xE = mshoms(q, r * x);
zE = mshoms(s, r * z);
C = list4(e, xE, 0, zE);
L = 1list1(C);

xE = mshoms(q, rB * x);

zE = mshoms(s, rB * z);

C = list4(-e, xE, 0, zE);
L = lcomp(C, L);

for (i = -2; i > -r; i--)

if (1% ) {
yE = mshoms(r, i);
C list4(-e, x, yE, 2);
L = lcomp(C, L);
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}
}else if ((x==18&& y==18&& z == -1)) {
xE = mshoms(qg, s * x);
yE = mshoms(r, s * y);
C = list4(e, xE, yE, 0);
L = 1list1(C);
xE = mshoms(qg, sB * x);
yE = mshoms(r, sB * y);
C = list4(-e, xE, yE, 0);
L = lcomp(C, L);
for (1 = -2; 1 > -s; i--)
if (1 % sT) {
zE = mshoms(s, i);
C = list4(-e, x, y, zE);
L = lcomp(C, L);
}
}
/* Das 111 - Element */

else if ((x == 1 & y == 1 && z == 1)) {

single j, k;
list M;
/* Zunaechst Darstellung von ( 2, 1, 1, 1) */
/* (zuerst nur durch irgendeine Liste L) x/
init (M) ;
if (L_111 !'= 0)
M=L_111;
else {
L = _0;

for (1 = 1; i <= q / 2; i++)
if (i % qT)
for (j =1; j <=1 / 2; j++)
if (j % rT)
for (k = 1; k <= s / 2; k++)

if (k% sT && !'(i ==1&& j==1&& k ==1)) {
C = list4(-2, i, j, k);
L = lcomp(C, L);
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for (i 1;
if (1 %

for

for (i 1;
if (14 %

for

for (j 1;
if (3 %
for

/* Entwicklung von L: */

89
}
i<=q / 2; i++)
qT)
(G=1; j<=1r/ 2; j++)

if (G % rT) {
xE = mshoms(q, s * 1i);
yE = mshoms(r, s * j);
C = list4(1, xE, yE, 0);
L lcomp(C, L);

= mshoms(q, sB * i);
mshoms(r, sB * j);
list4 (-1, xE, yE, 0);

= lcomp(C, L);

}

i<=q/ 2; i++)

qD)

(k =1; k<=8 / 2; k++)
if (k % sT) {

xE = mshoms(q, r * 1i);
zE = mshoms(s, r * k);
C = list4(1, xE, 0, zE);
L = lcomp(C, L);
xE = mshoms(q, rB * i);
zE = mshoms(s, rB * k);
C = list4(-1, xE, 0, zE);
L = lcomp(C, L);

}

j <=1/ 2; j++)

rT)

(k =1; k <=8 / 2; kt++)

if (k % sT) {
yE = mshoms(r, q * j);
zE = mshoms(s, q * k);
C = list4(1, 0, yE, zE);
L = lcomp(C, L);

mshoms (r, gB * j);
mshoms (s, gB * k);

= list4(-1, 0, yE, zE);
= lcomp(C, L);

yE =
zE
C
L

3
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M = lcyceval(L);

L_111 = M;
}
L = _0;
/* Division jedes Exponenten durch 2, um Darstellung von */
/¥ (1, 1, 1, 1 ) zu erhalten x/
while (M != _0) {
single ee;
C = 1first(M);
M = lred(M);
ee = 1first(C);
xE = 1lsecond(C);
yE = 1third(C);
zE = 1fourth(C);
ee = ee / 2;
C = list4(e * ee, xE, yE, zE);
L = lcomp(C, L);
}
}
/* C ist Basiselement (das heisst nicht entwickelbar) */
else
L = 1list1(C);

return (L);

/*C
lcyccollect( L )

"list of cyclotomic units collection"

list lcyccollect( L )  cyc L;
K = lcyccollect( L );

Es werden gleiche Elemente in L zu einem
Element zusammengefasst, dabei wird

der Exponent veraendert. Ist der Exponent
dieses Elementes Null, wird es weggelassen.
Kommt jedes Element in L genau einmal vor,
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ist K = L.
Cx/

list lcyccollect(L)
list L;

{
list N, K;
cyc C, D, E;
single exp;

bind(L);
init(N, K, C, D, E);

K = _0;
while (L !'= _0) {
C = 1first(L);
exp = 1first(C);
C = 1lred(C);
N = lred(L);
L = _0;
while (N != _0) {
D = 1first(N);
N = lred(N);

if (oequal(lred(D), C)) {
exp += 1first(D);
} else
L = lcomp(D, L);
}
L = linv(L);
if (exp)
K = lcomp(lcomp(exp, C), K);
}

return (linv(K));

/*C
lcycevalo( L )

"list of cyclotomic units evaluation once"

list lcycevalo( L ) list L;
K = lcycevalo( L );
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Fuer jedes Element C in L wird
cycevalo( C ) aufgerufen, und die Ergebnisse
werden in eine Liste geschrieben.

Cx/

list lcycevalo(L)
list L;
{

list K, M;
cyc C;

bind(L);
init(K, M, C);

while (L !'= _0) {
1first(L);
lred(L);

[
nn

=
I

cycevalo(C);
lconc(K, M);

=~
I

}

return (K);

/*C
lcyceval( L )

"list of cyclotomic units evaluation"

list lcyceval( L )  1list L;
K = lcyceval( L );

L wird als Produkt von Basiselementen
dargestellt.
K enthaelt diese Basiselemente.

Cx/

list lcyceval(L)
list L;
{
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/*C

Cx/

list M;
single i = 0;

bind(L);
init (M) ;

while (loequal(L, M)) {

M=1;
L = lcycevalo(L);
L = lcyccollect(L);

3

return (L);

cyceval( C )
"cyclotomic unit evaluation"

list cyceval( C ) cyc C;
K = cyceval( C );

C wird als Produkt von Basiselementen
dargestellt.
K enthaelt diese Basiselemente.

list cyceval(C)

{

/*C

cyc C;
int L;
bind(C);

L = lcyceval(list1(C));
return (L);

iscycbasel( C )

"is cyclotomic unit base element 7"
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single iscycbasel( C ) cyc C;
a = iscycbasel( C );

a 1 falls C Basiselement ist,
a = 0 sonst.

Cx/

iscycbasel(C)
cyc C;

{
list L;
cyc D;

bind(C, D);

init (L) ;

L = cycevalo(C);
D = 1first(L);

if (oequal(C, D))
return (1);
else
return (0);

/*C
cycbasecons( )

"cyclotomic units base construction"

list cycbasecons();
L = cycbasecons();

L ist eine Liste, die alle Basiselemente enthaelt.
Achtung: (e, 2, 0, O ) muss als Einheit
( (e, 2,0,0), (-e, 1,0, 0) ) usw.
interpretiert werden.

C*/

list cycbasecons()

{
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3

/* Es folgen diverse Prozeduren, um einen Ausdruck

single i, j, k;
single phi, anz, zae;
single x, y, 2Z;

cyc C;

list L;

init(C, L);

zae = 0;

phi = iphi(q) * iphi(r) * iphi(s);
anz = phi / 2 - 1;

L =_0;

for (i = 0; i < q; i++)
for (j = 0; j <r; j++)
for (k = 0; k < s; k++)
if A+j+k>1){

x = mshoms(q, i);

y = mshoms(r, j);

z = mshoms(s, k);

C = list4(1l, x, y, 2);

if (iscycbasel(C)) {
zae++;
L = lcomp(C, L);

return (L);

TeX-Code zu ermoeglichen */

/* x = pp * xx mit p teilt nicht xx */

spsep(p, X, pp, XX)

{

single x, p, *pp, *XX;

*pp = 1;

*XX = X;

while (!'(*xx % p)) {
*xx /= p;
*pp *= p;

}

return (0);

in
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3

putepsTeX(sub, pot)
single sub, pot;

{
if (sub == 1 || pot == 0)
printf(" ");
else if (pot == 1)
printf ("\\ep_{%2d} ", sub);
else
printf ("\\ep_{%2d}"{%2d} ", sub, pot);
return (0);
}

putcycTeX(C, klammer)
cyc C;
single klammer;

single x, y, 2z, e, XX, yy, 2ZZ, qq, ITr, SS;

bind(C);

e = 1first(C);
x = lsecond(C);
y = 1third(C);
z = 1fourth(C);

LN_SIZE = BASIS;

if (%)

spsep(qT, x, &qq, &xx);
else

qq = q, xx = 1;
if (y)

spsep(rT, y, &rr, &yy);
else

rr =r, yy = 1;
if (z)

spsep(sT, z, &ss, &zz);
else

ss = s, zz = 1;
if (klammer || e != 1)

printf("(");
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else

printf(" ");
printf("1 - ");
putepsTeX(q / qq, xx);
putepsTeX(r / rr, yy);
putepsTeX(s / ss, zz);
if (e '= 1)

printf (") ~{%2d}", e);
else if (klammer)

printf (")\\; ");
else

printf ("\\; ");

printf ("%% (%d,%d,%d ) \n", x, y, 2);
return (0);

}
putlcycTeX(L)
list L;
{
cyc C;

single klammer, x, y, z, e, h, zaehl;

bind(L);
init(C);

if (1length(L) <= 1)
klammer=0;

else
klammer=1;

zaehl=0;
while (L '= _0) {
C = 1first(L);
L = lred(L);
if ( !'(zaehl % 3) && zaehl ) {
printf ("\\\\ & & %% \n");
}
zaehl++;
putcycTeX(C, klammer) ;
}

return (0);
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}

TeXlcyceval (K)
list K;

{
list L;
single n;
bind (K) ;
init(L);

L = lcyceval(K);
putlcycTeX(K);
printf (" &\\eqt &\n");
putlcycTeX(L);

printf ("\\\\ \n" );

return (0);

}
#define ppot( P, X ) ( spsep( P, X, &NUM, &DUM ), NUM )

/* Hauptprogramm */
main()

{
list L;
single n;
cyc C, D;

single u, e, i, j, k, x, y, Z;

init(L, C, D, L_111);

printf("n = ? \n");

n = getsi();

printf(" n = %d\n", n);

cycinit(n);

printf("%%  BASIS: \n%% \n");

L = cycbasecons();

printf ("\\begin{eqnarray*} & & %% \n");
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putlcycTeX(L);
printf ("\\end{egnarray*} %% \n");

printf("\\par %% \n");
printf ("\\begin{eqgnarray*} %% \n");
for (i = 0; i < q; i++)

for (j = 0; j < r; j++)

99

for (k = 0; k < s; k+t+) if (i + j +k > 0) {

x = mshoms(q, i);

y = mshoms(r, j);
z = mshoms(s, k);
C = list4(1, x, y, 2);

if ( !'x && 'y ) D = 1list4(-1, x, y, ppot( sT, z) );

else if ( !x && !z ) D = 1list4(-1,
else if ( !y && !z ) D
else D = _0;
if (D == _0) L = 1list1( C );
else L = 1list2( C, D );
if (!iscycbasel(C)) {
TeXlcyceval(L);
printf ("%%\n%%\n") ;
}

}
printf ("\\end{egnarray*} %% \n");
printf("\n\n ok.\n");
}

X,

ppot( T, y), z );

list4(-1, ppot( qT, x), y, z );

Beim Start des mit Hilfe der SIMATH-Oberfléche compilierten Programms und

mit der Eingabe n = 15 wird folgende Ausgabe geliefert:

n = 15

yA BASIS:

b

\begin{eqnarray*} & & %

(1 - N\ep_{ 3} \ep_{ 5}°{-1} )\; % (0,1,-1)
-2)

(1 - N\ep_{ 3} \ep_{ 5}°{-2} )\; % (0,1,
1 - \ep_{ 53°{ 2} )\; % (0,0,2 )
\end{eqnarray*} %

\par %

\begin{eqgnarray*} 7%

a - \ep_{ 5}°{-2} )\; % (0,0,-2)

1 - \ep_{ 5} )~{-1}% (0,0,1)
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&\eqt &

1 - \ep_{ 5}°{ 2} )\; % (0,0,2)
1 - \ep_{ 5} )~{-1}% (0,0,1)

\\

yA

yA

a - \ep_{ 5}°{-1} J)\; % (0,0,-1)
1 - \ep_{ 5} )~{-1}% (0,0,1)
&\eqt &

\\

%
%
1 - \ep_{ 3} \ep_{ 5} \; % (0,1,1)

&\eqt &

(1 - Nep_{ 3} \ep_{ 5}°{-1} )~{-1}% (0,1,-1)
a - \ep_{ 5} )~{-1}% (0,0,1)

a - \ep_{ 5}°{ 2} )\; % (0,0,2 )

\\

%
%
1 - N\ep_{ 3} \ep_{ 5}°{ 2} \; % (0,1,2)

&\eqt &

(1 - N\ep_{ 3} \ep_{ 5}°{-2} )~{-1}% (0,1,-2 )
a - \ep_{ 5}°{ 2} )~{-1}% (0,0,2 )

1 - \ep_{ 5} J)\; % (0,0,1)

AR

1 - Nep_{ 3} {-1}> O\; % (0,-1,0)
1 - Nep_{ 3} ){-1}% (0,1,0)

1 - N\ep_{ 3}°{-1} \ep_{ 5} \; % (0,-1,1)

&\eqt &
1 - Nep_{ 3} \ep_{ 53°{-1} \; % (0,1,-1)
\\

1 - Nep_{ 3} {-1> \ep_{ 63°{ 23 \; % (0,-1,2 )
&\eqt &
1 - N\ep_{ 3} \ep_{ 6}°{-2} \; % (0,1,-2 )
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h
/)
1 - N\ep_{ 3}°{-1} \ep_{ 5}°{-2} \; % (0,-1,-2)

&\eqt &

(1 - \ep_{ 3} \ep_{ 53~{-2} ) {-1}% (0,1,-2)
1 - \ep_{ 5}°{ 2} )~{-1}% (0,0,2 )

a - \ep_{ 5} )\; % (0,0,1)

\\

%
%
1 - Nep_{ 3} {-1} \ep_{ 5}°{-1} \; % (0,-1,-1)

&\eqt &

(1 - N\ep_{ 3} \ep_{ 53°{-1} )~{-1}% (0,1,-1)
a - \ep_{ 5} )~{-1}} (0,0,1 )

1 - \ep_{ 5}°{ 2} )\; % (0,0,2 )

A\

)
A
\end{eqnarray*} %

ok.

¥k 0 GC in 0.0 Sekunden haben 0 Zellen angefordert. **x*
*%% Es sind noch 15799 Zellen in insgesamt 1 Block frei. **x*
*%* Blockgroesse BL_SIZE: 16383; Stackgroesse ST_SIZE: 500. %%
***x Es wurden 0.33 Sekunden Rechenzeit verbraucht. *xx

Die Anweisung \eqt muf} als Anweisung definiert werden, die die Interpretation
“Gleichheit modulo Torsion” zul#Bt (in unserem Fall “ = ” ). Die Anweisung
\ep ist eine Abkiirzung fiir \epsilon ( € ). In der Darstellung der Basis wird
statt der vollstindigen Formulierung (1 — €2) (1 — e5) ™! nur (1—€2) ausgegeben.
Der zu der obigen Ausgabe gehorige geTEX-te Text sieht wie folgt aus (dabei
wurden die ersten Zeilen sowie die SchluBmeldung weggelassen, ansonsten ist
der Rest unredigiert):

(1—ese5 ') (1—ese5”) (1— )

(=69 0-a)" = (1-d) (-
(1-gh (-t =
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1—ee5 = (1-— egegl)_l(l —e5) M1 — eg)

l—eze2 2 (I-ees?) '(1—e2) (1 —e5)
Q- (1—e)? =
1—6;165 B 1—63651
1 —egleg EE | —63652

1-— eg16g2 = (1-— 6365?2)71(1 - eg)fl(l —€5)

1-— eglegl o (1-— 636571)71(1 — 65)71(1 — eg)
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